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Construction d’une me´thode de pe´nalisation pour la
simulation d’e´coulements liquide-bulles
Re´sume´
Ce travail est de´die´ au de´veloppement d’une me´thode nume´rique pour la simu-
lation des e´coulements liquide-bulles. La pre´sence des bulles dans l’e´coulement
visqueux et incompressible est prise en compte via une me´thode de pe´nalisation.
Dans cette repre´sentation Euler-Lagrange, les bulles suppose´es inde´formables et
parfaitement sphe´riques sont assimile´es a` des objets pe´nalise´s interagissant avec
le fluide. Une me´thode VOF (Volume Of Fluid) est employe´e pour le suivi de la
fonction de phase. Une adaptation de la discre´tisation des e´quations de Navier-
Stokes est propose´e afin d’imposer la condition de glissement a` l’interface entre le
liquide et les bulles. Une me´thode de couplage entre le mouvement des bulles et
l’action du liquide est propose´e. La strate´gie de validation est la suivante. Dans un
premier temps, une se´rie de cas-tests est propose´e ; les objets pe´nalise´s sont sup-
pose´s en non-interaction avec le fluide. L’e´tude permet d’exhiber la convergence et
la pre´cision de la me´thode nume´rique. Dans un second temps le couplage est teste´
via deux types de configurations de validation. Le couplage est d’abord teste´ en
configuration de bulle isole´e, pour une bulle en ascension dans un liquide au repos
pour les Reynolds Reb = 17 and Reb = 71. Les re´sultats sont compare´s avec la
the´orie e´tablie par la corre´lation de Mei pour les bulles sphe´riques propres de´crivant
inte´gralement la dynamique de la bulle. Enfin, des simulations en configurations
de nuage de bulles sont pre´sente´es, pour des populations mono- et bidisperses dans
un domaine entie`rement pe´riodique pour des taux de vide s’e´tablissant entre 1% et
15%. Les statistiques fournies par les simulations caracte´risant l’agitation induite
par les bulles sont compare´es a` des re´sultats expe´rimentaux. Pour les simulations
de nuages de bulles bidisperses, de nouveaux re´sultats sont pre´sente´s.
Mots-cle´s
bulle sphe´rique, e´coulements a` bulles, repre´sentation Euler-Lagrange, me´thode de
pe´nalisation, nuage de bulles.
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A penalization method for the simulation of bubbly flows
Abstract
This work is devoted to the development of a numerical method for the simulation
of two-phase liquid-bubble flows. We use a volume penalization method to take
into account bubbles in viscous incompressible flows. The chosen Euler-Lagrange
framework involves spherical and non-deformable bubbles represented as moving
penalized obstacles interacting with the fluid. A VOF (Volume Of Fluid) method
is used to track the phase function while a discretization of the penalized conserva-
tion equations is realized to impose slip conditions at the liquid-bubble interface.
A coupling method devised from the penalized momentum equations is proposed.
The validation process is set as following. First, the fluid is supposed non- acting
on the bubbles ; several test-cases are presented ; we consider configurations with
different penalized obstacles shapes (curved channel, inclined channel), the obs-
tacles are either static or dynamic ; in each configuration an analytical solution is
known. The results show the compliance and the quality of our numerical closures
by exposing the convergence order of the method. In order to verify the accuracy
of the coupling method, numerical simulations of a 1mm diameter single bubble
rising in a quiescent liquid are performed for Reb = 17 and Reb = 71. Results
are compared with theory established by using Mei correlation for clean spherical
bubbles describing the whole dynamics of the rising bubble. Finally, simulations
of bubble swarms, in mono- and bidisperse configurations have been carried out
in a fully periodic box with moderate void fractions ranging from 1% to 15%. The
statistics provided by the simulations characterizing the bubble-induced agitation
are compared to experimental results. For the bidisperse bubble swarm configura-
tion, new results are presented.
Keywords
spherical bubble, bubbly flows, Euler-Lagrange frame, penalization method, swarm
of bubbles.
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Nomenclature
Lettres romaines
Symbole Description Unite´
CM Coefficient de masse ajoute´e -
Cd Coefficient de traˆıne´e -
Cl Coefficient de portance -
C Fonction couleur -
g Acce´le´ration de la gravite´ m/s2
K Parame`tre de pe´nalisation -
Nb Nombre de bulles -
Nl Nombre de grandes bulles -
Ns Nombre de petites bulles -
Nc Nombre de collisions -
Rc Parame`tre de restitution d’e´nergie des col-
lisions
-
R, ri Rayon de la bulle m
tc Temps a` la collision s
xbi Position de la bulle m
ub Vitesse lagrangienne de la bulle m/s
V,u Vitesse du fluide m/s
P Pression du fluide Pa
Lettres grecques
Symbole Description Unite´
αIJ Fraction surfacique -
αI Fraction volumique -
α Taux de vide -
αs Taux de vide associe´ aux petites bulles -
αl Taux de vide associe´ aux grandes bulles -
∆t Pas de temps s
v
µf Viscosite´ dynamique du fluide Pa.s
µp Viscosite´ de pe´nalisation Pa.s
νf Viscosite´ cine´matique du fluide m2/s
Ωb Domaine occupe´ par la bulle -
Ωf Domaine occupe´ par le fluide -
ΩI Cellule d’indice I -
ρf Masse volumique du fluide kg/m3
ρb Masse volumique de la bulle kg/m3
Σ Interface liquide-bulles -
τ Parame`tre de couplage -
Nombres sans dimension
Symbole Description Unite´
Re Nombre de Reynolds -
Acronymes
Symbole Description Unite´
PTS Pressurized Thermal Shock -
DNB Departure from Nucleate Boiling -
DNS Direct Numerical Simulation -
PDF Probabilty density function -
VOF Volume Of Fluid -
CMF Correction des flux de masse -
CD Correction de la divergence -
CS Correction de la contrainte de cisaillement -
CPG Correction du gradient de pression -
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Introduction
Les re´acteurs a` eau pressurise´e ou REP (PWR pour Pressurized Water Reac-
tor en anglais) e´quipent en 2017 une large majorite´ des re´acteurs des centrales
nucle´aires dans le monde (deux tiers en terme de puissance de fonctionnement), en
particulier en France ou` chacun des 58 re´acteurs est e´quipe´ de cette technologie.
Le cœur du re´acteur, constitue´ d’environ une centaine d’assemblages de crayons
de combustible compose´s de pastilles d’uranium enrichi, produit de la chaleur du
fait de l’e´nergie libe´re´e par la fission des atomes d’uranium. Un fluide caloporteur,
liquide ou gazeux, transporte la chaleur hors du cœur du re´acteur pour ensuite ac-
tionner un turbine (turboalternateur) permettant la production d’e´lectricite´. Un
sche´ma de fonctionnement d’une centrale est propose´ (Figure 1).
Figure 1: Sche´ma de fonctionnement d’une centrale de type REP (issu de Wiki-
pedia).
Le cycle de transformation de l’e´nergie est structure´ selon trois circuits e´tanches
les uns par rapport aux autres :
1. Le circuit primaire. Une grande quantite´ de chaleur est produite par la fission
des atomes d’uranium. La tempe´rature du fluide caloporteur (quasi-exclusivement
de l’eau) circulant dans le cœur du re´acteur augmente a` 320oC. Cette eau (qui
re´frige`re le cœur du re´acteur) est maintenue sous haute pression (environ 150 bar)
pour rester sous forme liquide et ainsi empeˆcher son e´bullition. Ce circuit ferme´
est appele´ circuit primaire.
2. Le circuit secondaire. Le circuit primaire communique avec un deuxie`me
circuit ferme´, appele´ circuit secondaire. Le transfert d’e´nergie entre les deux cir-
cuits se fait par l’interme´diaire d’un ge´ne´rateur de vapeur. Dans les ge´ne´rateurs de
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vapeur, l’eau chaude du circuit primaire chauffe l’eau du circuit secondaire qui se
transforme en vapeur. La pression de cette vapeur fait tourner une turbine couple´e
a` un alternateur. L’alternateur transforme l’e´nergie ge´ne´re´e par la turbine en cou-
rant e´lectrique alternatif. Un transformateur e´le`ve la tension du courant e´lectrique
produit par l’alternateur pour faciliter son transport vers les lignes de tre`s haute
tension.
3. Le circuit de refroidissement (circuit tertiaire). La vapeur du circuit secon-
daire en sortie de turbine est a` nouveau transforme´e en eau graˆce a` un condenseur
dans lequel circule de l’eau provenant d’une source froide (mer ou fleuve). L’eau
de ce troisie`me circuit peut alors eˆtre refroidie au contact de l’air circulant dans
de grandes tours (ae´rore´frige´rants).
Dans le cadre de l’exploitation de ces re´acteurs, la thermohydraulique joue un
roˆle particulie`rement important dans les e´tudes de conception et de suˆrete´ relatives
au fonctionnement des principaux composants des centrales, tant en re´gime no-
minal qu’en situations potentiellement dangereuses, telles que la crise d’e´bullition
(Departure from Nucleate Boiling, DNB), l’accident PTS (Pressurized Thermal
Shock) ou encore la rupture des tubes des ge´ne´rateurs de vapeurs. Une descrip-
tion comple`te de ces situations accidentelles est fournie dans un rapport [IAEA
(2003)] de l’IAEA (International Atomic Energy Agency). Un grand nombre des
proble´matiques souleve´es par ces e´tudes concerne des e´coulements diphasiques de
type eau-vapeur dans une large gamme de re´gimes : e´coulements a` bulles, a` poches,
annulaires (Figure 2).
Figure 2: Configuration verticale d’e´coulement : (a) e´coulement a` bulles, (b)
e´coulement a` poches, (c) e´coulement a` poches fractionne´es, (d) e´coulement
annulaire a` poches liquides, (e) e´coulement annulaire. Image issue du site
doc.modelica.org.
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A titre d’illustration, conside´rons la configuration DNB. Un des principaux
me´canismes (de´crits par [Hewitt (1978)]) a` l’origine de ce phe´nome`ne est la for-
mation d’un film continu de vapeur a` la surface de la gaine du combustible. Le
recouvrement de la paroi par des bulles puis par des poches de vapeur empeˆche le
contact avec le liquide (Figure 3). S’ensuit une de´gradation de l’e´change de cha-
leur entre la paroi chauffante et le fluide caloporteur environnant entraˆınant une
monte´e en tempe´rature de la paroi pouvant potentiellement menacer son inte´grite´.
Ce phe´nome`ne peut conduire a` la rupture des gaines de crayon de combustible et de
ce fait, de nombreuses e´tudes lui sont consacre´es. Logiquement, la compre´hension
et la pre´diction de ce phe´nome`ne requiert a priori une connaissance pre´cise du
comportement des bulles pre`s la paroi.
pa
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Figure 3: Recouvrement de la surface du combustible par un film de vapeur et
de petites bulles.
Si les codes de calculs industriels sont aujourd’hui adapte´s pour les e´chelles
 syste`me  (code CATHARE [Barre and Bernard (1990)]) et  composant  (codes
THYC, FLICA, GENEPI [Aubry et al. (1989); Langlais (1999); Toumi et al. (2000)]),
le de´veloppement et la validation d’outils CFD-3D a` des e´chelles plus fines sont
plus re´cents. Depuis 2001, dans le cadre du projet NEPTUNE [Guelfi et al. (2007)],
EDF et CEA co-de´veloppent (avec le soutien de l’IRSN et d’AREVA-NP) la nou-
velle ge´ne´ration d’outils de simulation en thermohydraulique nucle´aire diphasique
eau-vapeur. Le code NEPTUNE CFD [Me´chitoua et al. (2003)] permet aujourd’hui
la simulation d’e´coulements bouillants eau-vapeur, pour des phases continues ou
disperse´es. Cependant, la compre´hension des e´coulements a` bulles est toujours
a` l’e´tude. Ces e´coulements mettent en jeu une physique particulie`re qui n’est
pas encore mode´lise´e de manie`re satisfaisante. Les e´coulements a` bulles sont des
e´coulements poly-disperse´s, sur une gamme continue de diame`tre, ce qui pose
l’importance de pouvoir traiter des  inclusions  ayant des caracte´ristiques tre`s
diffe´rentes. De plus, de par leur nature physique, les bulles peuvent se fragmenter
et s’agglome´rer [Kamp et al. (2001)] et e´galement changer de diame`tre par e´change
de masse et de chaleur avec la phase liquide ; elles peuvent e´galement eˆtre cre´e´es
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par nucle´ation (ou e´bullition [Kurul and Podowski (1990)]. Il est donc important
de mieux connaˆıtre les lois d’e´volution pour une bulle donne´e [Clift et al. (2005)],
ainsi que de savoir ensuite exprimer de fac¸on statistique des effets moyens, soit
par des approches adapte´es au traitement de ces termes (approches Lagrangiennes
instantane´es ou simulation directe diphasique) ou par des lois de fermeture dont les
limites de validite´ doivent eˆtre bien cerne´es. Une autre caracte´ristique spe´cifique
des e´coulements a` bulles, soit une difficulte´ supple´mentaire, est que les bulles sont
tre`s sensibles et re´actives a` l’existence de zones a` plus faible pression (par exemple
des tourbillons instantane´s [Climent (1996)]) dans l’e´coulement de la phase por-
teuse continue, ce qui rend la mode´lisation du transport et de la convection des
bulles par un e´coulement turbulent beaucoup plus difficile que celui des particules
solides. De nombreux travaux de mode´lisation et de simulations pre´sentent des
conclusions divergentes sur la structure meˆme de la turbulence diphasique [Cha-
hed and Masbernat (1998)].
La complexite´ de la physique des e´coulements a` bulles n’est pas suffisem-
ment re´stitue´e dans les mode`les Eule´riens utilise´s pour re´aliser des simulations. En
conse´quence, la pre´diction des e´coulements a` bulles par la simulation nume´rique
demeure insatisfaisante. En particulier, la validite´ de certaines lois de fermeture sur
le transfert de quantite´ de mouvement, l’interaction liquide-bulle et l’agitation in-
duite sont l’objet de critiques. Les corre´lations utilise´es dans les mode`les Eule´riens
sont e´tablies a` partir de mesures expe´rimentales re´alise´es loin des conditions de tre`s
haute pression et tempe´rature des composants des centrales REP. Afin d’ame´liorer
les mode`les Eule´riens utilise´s pour re´aliser ces simulations liquide-bulles, il paraˆıt
donc inte´ressant de se focaliser sur une description plus locale de l’e´coulement,
c’est-a`-dire une configuration dans laquelle l’interface des bulles intervient expli-
citement dans la re´solution du champ fluide ou du champ de la phase disperse´e.
Dans cette configuration locale, il s’agit alors d’extraire des informations signifi-
catives telles que des statistiques sur l’e´coulement : vitesses moyennes de bulles,
du fluide, fonctions de distributions, fonctions d’autocorre´lations Lagrangiennes,
spectre de turbulence... Ces mesures statistiques peuvent eˆtre alors utilise´es pour
ame´liorer les corre´lations existantes, les critiquer, ou en e´tablir de nouvelles. Ces
mesures peuvent e´galement simplement servir a` ame´liorer la compre´hension de
certains phe´nome`nes locaux. Cette volonte´ d’e´tablir une correspondance entre des
mesures locales sur l’e´coulement et des grandeurs moyenne´es utilise´es dans les
mode`les de NEPTUNE CFD est l’ide´e directrice de cette the`se. Cette ide´e est illustre´e
sur la Figure 4. Les travaux re´cents de [Roghair et al. (2011)] illustrent ce principe
de remonte´e d’e´chelle (UPSCALING). Ces travaux e´tablissent par la simulation
nume´rique une nouvelle corre´lation de la force de traˆıne´e dans des configurations
de nuages de bulles, pour des nombres de Reynolds e´leve´s.
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Figure 4: Correspondance entre configuration locale re´elle et simulation par mode`le
moyenne´ eule´rien. A` droite, simulation avec NEPTUNE CFD d’un panache de bulles d’air
dans un domaine initialement rempli d’eau.
Plusieurs me´thodes nume´riques pour la simulation d’e´coulement a` bulles ont e´te´
de´ve´loppe´es ces dernie`res anne´es. L’approche body-fitted de McLaughlin [Mclaugh-
lin (1996)] permet une imposition tre`s simple de la condition limite a` la surface
de la bulle. Cette approche fournit une description locale de l’e´coulement autour
de la bulle tre`s pre´cise, pour des Reynolds e´le´ve´s, mais elle est tre`s difficilement
extensible a` des simulations multi-bulles. Les approches DNS (Direct Numerical
Simulation) pour la simulation des e´coulements a` bulles apparaissent comme un
outil efficace. La me´thode Front-Tracking [Tryggvason et al. (2001); Unverdi and
Tryggvason (1992)] fait office de re´fe´rence parmi les approches de simulations. Elle
se base sur l’utilisation d’une grille Eule´rienne : des marqueurs Lagrangiens dis-
tribue´s a` la surface des bulles permettent le suvi de l’interface des bulles. Cette
approche se base sur un formalisme a` un fluide avec condition de saut. Les ap-
proches VOF (Volume Of Fluid, [Hirt and Nichols (1981)]) reposent e´galement
sur l’utilisation d’un fluide pour de´crire les deux phases. Les approches Level-
Set [Sussman et al. (1994)] sont rapidement devenues populaires du fait de leur
simplicite´ d’imple´mentation. Une revue comple`te de l’ensemble de ces me´thodes
est fournie par [Tryggvason et al. (2011)]. La variation notable entre toutes les
approches DNS concerne la repre´sentation et le traitement nume´rique de l’inter-
face des bulles. Deux inconve´nients majeurs de´coulent de ce type d’approche. Une
premie`re contrainte concerne la limitation sur le nombre de Reynolds. Les DNS
d’e´coulements a` bulles sont souvent limite´es a` des nombre de Reynolds mode´re´s
(Re = O(10-100)) pour des bulles sphe´riques [Tryggvason et al. (2001); Yin and
Koch (2008)] du fait du de´veloppement de la couche limite qui de´croˆıt selon Re−1/2.
Un deuxie`me inconve´nient bien connu concerne le couˆt en ressources des approches
DNS.
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Des approches alternatives ont e´te´ explore´es pour simplifier les de´veloppements
nume´riques. Les nouvelles voies d’investigation concernent la repre´sentation des
bulles et de leur interface dans l’e´coulement, ainsi que la me´thode nume´rique em-
ploye´e pour la re´solution du fluide au voisinage des interfaces, ces deux e´le´ments
e´tant fortement lie´s. Initiallement propose´e par [Peskin (1972, 1977)] pour la si-
mulation d’e´coulements sanguins dans un coeur en pulsation, les me´thodes IBM
(Immersed Boundary Methods) connaissent un inte´reˆt croissant du fait de la fa-
cilite´ de leur imple´mentation base´e sur l’utilisation de grilles carte´siennes. Ces
me´thodes ont e´te´ rapidement e´tendues a` la simulation d’e´coulements particulaires.
En particulier, [Uhlmann (2005)] pre´sente une varie´te´ de simulations avec l’ap-
proche IBM, parmi la se´dimentation de 1000 particules sphe´riques. Les approches
IBM se distinguent en deux cate´gories : l’approche discre`te et l’approche continue.
L’approche discre`te consiste a` utiliser les cellules contenant l’interface entre deux
milieux afin d’imposer la condition limite voulue. Dans les cellules traverse´es par
l’interface les ope´rateurs diffe´rentiels des e´quations de Navier-Stokes (par exemple)
sont localement modifie´es afin de pre´server les lois de conservation au voisinage
de l’interface. [Kim and Choi (2006)] propose une approche de type IBM discre`te
pour la simulation d’e´coulements autour d’objets mobiles. Dans l’approche conti-
nue [Peskin (1972, 1977); Uhlmann (2005)], des distributions de Dirac re´gularise´es
sont utilise´es pour la re´alisation du transfert des quantite´s entre le fluide et des
marqueurs distribue´s a` la surface de l’interface. Cette approche plus souple que
l’approche discre`te ne requiert pas le repe´rage syste´matique des caracte´ristiques
ge´ome´triques d’une cellule (face, sommet, centre).
Dans cette famille de me´thode nume´rique, nous portons un intereˆt particulier
aux me´thodes de pe´nalisation. Initiallement introduites par [Caltagirone and Ar-
quis (1984, 1986)], leurs premie`res applications ont e´te´ de´die´es a` l’e´tude d’e´coulements
en milieu poreux. Un terme dit de pe´nalisation est ajoute´ aux e´quations initiales
pour imposer une contrainte sur une des grandeurs physiques a` l’e´tude (vitesse,
vorticite´, tempe´rature) dans un sous-domaine du domaine de calcul. Un forma-
lisme diphasique peut ainsi se re´duire a` un formalisme monophasique. Une e´tude
de´taille´e de la convergence de cette me´thode est e´tablie par [Angot et al. (1999)].
Une extension re´cente de ces me´thodes habituellement utlise´es pour des simula-
tions d’e´coulements autour d’objets fixes concerne de´sormais les e´coulements a`
inclusions mobiles et offre de tre`s bons re´sultas [Sarthou et al. (2008); Vincent
et al. (2014)].
Objectifs et strate´gie de de´veloppement de la me´thode nume´rique
Nous souhaitons donc de´velopper une approche interme´diaire entre les simu-
lations diphasiques de type DNS avec suivi d’interface, trop couˆteuses et non
repre´sentatives (nombre de Reynolds trop faible), et les simulations Lagrangiennes
classiques qui ne´cessitent a minima la connaissance des forces instantane´es locales
applique´es aux bulles, ce que nous ne maˆıtrisons que dans des cas ide´aux. Nous
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re´alisons les hypothe`ses de simplifications suivantes :
- sphe´ricite´ des bulles ;
- inde´formabilite´ des bulles ;
- proscription des effets de transfert de masse ;
- proscription des effets de coalescence (les interactions sont re´gies par un
mode`le de collisions interparticulaire e´lastique) et de fragmentation.
Ce choix de cadre d’e´tude se justifie par le fait que dans certaines configrations
industrielles a` hautes pression et tempe´rature, la taille des bulle est tre`s petite,
de l’ordre du millime`tre : les effets de tension de surface sont dominants re´duisant
ainsi la de´formabilite´ des bulles. Nous de´veloppons dans cette the`se une approche
nume´rique base´e sur l’utilisation d’une me´thode de pe´nalisation pour le suivi des
bulles dans l’e´coulement. La repre´sentation de l’interface est re´alise´e via l’utilisa-
tion d’une me´thode VOF [Bna` et al. (2015)]. Une adaptation de la discre´tisation
des e´quations de Navier-Stokes est propose´e en vue d’imposer une condition de
glissement a` l’interface. L’outil nume´rique ainsi construit devra a` terme eˆtre ca-
pable de nous fournir l’ensemble des caracte´ristiques locales de l’e´coulement : forces
exerce´es, vitesses fluide et particules, taux de collisions, fonctions de distributions...
Organisation du me´moire
Ce travail de the`se est de´die´ la construction dans un formalisme Euler-Lagrange
d’une nouvelle me´thode nume´rique permettant des simulations de nuages de bulles
dans une repre´sentation locale de l’e´coulement. Le manuscrit s’organise en 5 cha-
pitres :
- Le Chapitre 1 s’articule en deux parties. La premie`re partie est de´die´e a` la
description du calcul des e´le´ments ge´ome´triques permettant une caracte´risation
locale de l’interface liquide-bulle sur la grille eule´rienne. La deuxie`me partie est
de´die´e a` la re´alisation du suivi Lagrangien des bulles en mouvement dans le do-
maine de calcul. Les modalite´s de de´placement des bulles y sont pre´sente´es, a` savoir
la relation re´gissant leur avance´e en temps, leurs interactions avec les conditions
aux limites du domaine et le traitement des collisions. L’algorithme re´gissant dy-
namiquement la succession de tous ces e´ve´nements au cours de la simulation est
e´galement pre´sente´.
- Le Chapitre 2 de´crit le formalisme modifie´ des e´quations de Navier-Stokes se-
lon l’approche de pe´nalisation. La discre´tisation initiale des ope´rateurs diffe´rentiels
des e´quations de Navier-Stokes n’assure pas une condition de glissement a` l’inter-
face liquide-bulle. Les modifications apporte´es a` l’algorithme ge´ne´ral de re´solution
en vue d’imposer cette condition sont de´taille´es. Nous pre´sentons une me´thode de
couplage re´gissant le mouvement des bulles dans l’e´coulement du fait de l’action
des forces hydrodynamiques agissant sur celles-ci.
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- Nous initions dans le Chapitre 3 la validation de la me´thode nume´rique. Ce
premier volet est de´die´ a` l’examen des contributions des modifications (de´taille´es
dans le chapitre pre´ce´dent) a` l’imposition de la condition de glissement a` l’interface.
Les objets pe´nalise´s conside´re´s ne sont pas couple´s a` l’action du fluide. Plusieurs
cas-tests sont pre´sente´s, e´tablissant l’ordre de convergence et la pre´cision de la
me´thode nume´rique.
- Le Chapitre 4 poursuit la validation de la me´thode. La validite´ du couplage
liquide-bulles est e´tudie´e pour une configuration de bulle sphe´rique isole´e dans un
liquide au repos.
- Le Chapitre 5 s’articule en deux parties. La premie`re partie est de´die´e a`
la validation de la me´thode nume´rique dans une configuration de type nuage de
bulles. Nous nous inte´ressons en particulier a` l’agitation induite par les bulles.
Les re´sultats fournis par les simulations sont compare´s aux re´sultats d’une e´tude
expe´rimentale. La deuxie`me partie est de´die´e a` la pre´sentation des re´sultats fournis
par simulations bidisperses.
Remarque : les Chapitres 1 , 2 et 3 sont re´dige´s en franc¸ais, les deux derniers
Chapitres 4 et 5 sont re´dige´s en anglais.
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Chapitre 1
Caracte´risation de l’interface liquide-
bulle et suivi Lagrangien des bulles
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Ce chapitre est de´die´ a` la description de la caracte´risation de l’interface et
du suivi des bulles dans le domaine de calcul. Nous y e´tablissons les pre´-requis
ne´cessaires a` la construction de la me´thode nume´rique ge´ne´rale. Nous pre´sentons
en premier lieu l’approche VOF retenue pour re´aliser le suivi de l’interface, choix
faisant suite a` une comparaison des performances de deux me´thodes issues de la
litte´rature. Afin de caracte´riser rigoureusement l’interface dans chaque cellule du
domaine de calcul, nous introduisons et pre´sentons des grandeurs ge´ome´triques
supple´mentaires : les fractions surfaciques. Leur calcul en repre´sentation bi- et
tri-dimensionnelle est pre´sente´. La deuxie`me partie du chapitre de´crit les aspects
Lagrangiens de la me´thode re´gissant le suivi des bulles dans le domaine de calcul.
Nous pre´sentons la relation de´terminant leur avance´e en temps, et nous pre´cisons
leurs interactions e´ventuelles avec les conditions limites du domaine de calcul (pa-
roi, pe´riodicite´), ainsi que leurs interactions entre elles correspondant a` des col-
lisions. Enfin, nous de´taillons l’algorithme ge´ne´ral de suivi des bulles, traitant
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rigoureusement l’ensemble des collisions intervenant lors de la simulation.
Nous rappelons le formalisme Euler-Lagrange adopte´. Le domaine fluide est note´
Ωf , le domaine occupe´ par les bulles Ωb et l’interface liquide-bulles est note´e Σ.
Pour un domaine Ω = Ωf ∪ Ωp ∪ Σ constitue´ de fluide en mouvement et de Nb
bulles, on note :
- {xb1,xb2, ...,xbNb} l’ensemble des vecteurs positions des bulles dans le do-
maine ;
- {ub1,ub2, ...,ubNb} l’ensemble des vecteurs vitesses des bulles associe´.
Figure 1.1: Repre´sentation de Nb = 5 bulles suivies dans l’e´coulement par leurs
positions (marqueurs rouges) sur une grille eule´rienne.
Les bulles sont suppose´es de forme controˆle´e et inde´formables ; connaissant la
position de leur centre (x0, y0, z0) dans le domaine de calcul, leur interface est
de´termine´e par une equation implicite F (x, y, z) = 0, pour une sphe`re de rayon
r0
2 ou une ellipso¨ıde de demi-axes de longueur a, b et c :
F (x, y, z) =

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 − r02 = 0 pour une sphe`re
(x− x0)2
a
+ (y − y0)
2
b
+ (z − z0)
2
c
− 1 = 0 pour une ellipo¨ısde
Les inclusions e´tant mobiles dans l’e´coulement, cette repre´sentation de l’interface
doit a priori inte´grer la variable en temps t, la formulation e´tablie ci-dessus n’e´tant
valable qu’a` un pas de temps donne´ de simulation. Cette de´pendance au temps est
e´tablie a` travers les positions des centres de masse des bulles (x0(t), y0(t), z0(t)),
grandeurs dont nous disposons a` chaque ite´ration en temps. Plus ge´ne´ralement la
fonction implicite F (x, y, z) peut s’e´crire :
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F (x, y, z, t) =

(x− x0(t))2 + (y − y0(t))2 + (z − z0(t))2 − r02 = 0 pour une sphe`re
(x− x0(t))2
a
+ (y − y0(t))
2
b
+ (z − z0(t))
2
c
− 1 = 0 pour une ellipo¨ısde
Plusieurs choix de me´thodes nume´riques s’offrent alors pour traiter la pre´sence
d’interfaces dans l’e´coulement. Les simulations vise´es mettent en sce`ne de nom-
breuses bulles dans le domaine de calcul, nous souhaitons donc privile´gier une ap-
proche peu couˆteuse. Les classes de me´thodes base´es sur l’utilisation de marqueurs
Lagrangiens (Front-Tracking) ou de maillages adaptatifs, malgre´ leur pre´cision,
sont trop couˆteuses en ressources de calcul et n’apparaissent donc pas comme
des candidates naturelles. Le choix s’est porte´ sur une me´thode VOF [Hirt and
Nichols (1981)]. Deux me´thodes ont e´te´ imple´mente´es et teste´es dans NEPTUNE -
CFD : [van der Pijl et al. (2005) et Bna` et al. (2015)]. Notre choix s’est porte´ sur ces
me´thodes car leur de´veloppement inte`gre une repre´sentation analytique d’interface
par une fonction implicite, ce qui nous permet d’exploiter au mieux l’hypothe`se
sur les formes des bulles (sphe´riques ou ellipso¨ıdales) et leur inde´formabilite´ : les
bulles sont et demeurent sphe´riques ou ellipso¨ıdales dans l’e´coulement.
1.1 Calcul de la fonction VOF
Le choix de la me´thode nume´rique de suivi d’interface conditionne les choix de
discre´tisation des e´quations de Navier-Stokes re´alise´s en vue d’imposer la condi-
tion de glissement a` l’interface. La re´alisation de cette discre´tisation est base´e sur
l’utilisation de grandeurs locales caracte´risant l’interface ; la me´thode VOF fournit
comme grandeur d’inte´reˆt la fraction volumique fluide C (ou taux de pre´sence)
de´finie sur chaque volume de controˆle comme le ratio de volume fluide sur le vo-
lume de la cellule. Pour une cellule inte´gralement contenue dans la bulle, C = 1 ;
pour une cellule inte´gralement contenue dans le domaine liquide, C = 0, pour une
cellule contenant l’interface 0 < C < 1.
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Figure 1.2: Fractions volumiques pour un quart de bulle sphe´rique sur une grille
4x4.
Malgre´ l’utilisation de maillages carte´siens, simplifiant le de´veloppement de la
me´thode nume´rique, et la forme controˆle´e des bulles (sphe`res ou ellipso¨ıdes), la
fonction C ne peut eˆtre de´termine´e sur le domaine de calcul explicitement et de
manie`re exacte pour des maillages tridimensionnels. Nous cherchons donc a` obtenir
la meilleure approximation possible de la fonction couleur C. Nous pre´sentons dans
les sous-sections suivantes les deux me´thodes nume´riques employe´es au cours de
cette the`se pour calculer la fonction couleur, ces me´thodes ont e´te´ inte´gre´es dans
le code NEPTUNE CFD.
1.1.1 Me´thode 1 : me´thode Mass Conserving Level-Set
(MCLS)
[van der Pijl et al. (2005)] propose une me´thode Level-Set conservative pour la
simulation d’e´coulements a` bulles. Les me´thodes Level-Set ne garantissent pas
naturellement la conservativite´ en masse. Cette proprie´te´ de conservativite´ est ob-
tenue par utilisation d’une me´thode VOF pour le traitement de l’advection de
l’interface. Cette me´thode nome´e MCLS (Mass Conserving Level-Set Method) est
similaire aux approches CLSVOF (Coupled Level-Set Volume of Fluid).
Dans cette section, nous optons pour les meˆmes notations que celles employe´es par
l’auteur, la fonction VOF C est note´e Ψ ou f , la fonction Level-Set est note´e Φ.
La me´thode est base´e sur une relation explicite entre la fonction VOF Ψ et la
fonction Level-Set Φ obtenue en supposant l’interface line´aire par morceaux sur
chaque cellule. Elle s’e´crit :
Ψ = f(Φ,∇Φ)
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La mise en œuvre nume´rique de la me´thode peut se re´sumer en trois e´tapes :
1. le volume relatif de fluide dans chaque cellule (fonction VOF) est calcule´ a` partir
de la fonction Level-Set Φ : Ψn = f(Φ,∇Φ) ;
2. la fonction VOF est advecte´e en assurant le crite`re de conservativite´ d’un pas
de temps n a` n+ 1 ;
3. a` partir de la fonction VOF Ψn+1 e´tablie a` n+ 1, des corrections sont apporte´es
a` Φn+1 afin d’assurer f(Φn+1,∇Φn+1) = Ψn+1.
L’e´tape 2 correspond a` la re´solution d’une e´quation de transport de type :
∂Ψ
∂t
+ u.∇Ψ = 0 (1.1)
Cette re´solution suppose un couˆt supple´mentaire en ressources de calcul. Pour
contourner cet inconve´nient, nous optons pour une me´thode d’advection d’inter-
face simplifie´e. Au lieu de calculer la fonction VOF Φn+1 a` l’ite´ration n + 1 en
re´solvant l’e´quation d’advection 1.1, les centres de bulle (x0, y0, z0) sont de´place´s
d’une ite´ration n a` n+1 d’apre`s la relation de´crite en 1.3.1. La fonction VOF Φn+1
est alors calcule´e a` chaque ite´ration a` partir de la position du centre de masse de
la bulle. Les e´tapes 2. et 3. de´crites pre´ce´demment sont donc obsole`tes au regard
de ce choix nume´rique ; seul le calcul de la fonction VOF est d’inte´reˆt pour la
construction de la me´thode (e´tape 1.).
Nous pre´sentons brie`vement la me´thode de´taille´e dans [van der Pijl et al.
(2005)]. Les fonctions Level-Set et VOF sont respectivement note´es Φ(x) et Ψ(xk),
avec x ∈ R3 et k l’indice de la cellule. La fonction VOF dans une cellule Ωk est
de´finie selon la me´thodologie Level-Set par :
Ψ(xk) =
1
vol(Ωk)
∫
Ωk
H(Φ) dΩ
ou` H est la fonction d’Heaviside et Ωk une maille cubique de dimensions ∆x, ∆y
et ∆z. En supposant que xk corresponde au centre de la cellule k, la line´arisation
de Φ autour de xk s’e´crit ϕ :
ϕ(y; Φ,∇Φ,xk) = Φk + (∂Φ∂x , ∂Φ∂y , ∂Φ∂z )tk . (y− xk)
Cette line´arisation de Φk est utilise´e pour de´terminer une approximation de Ψ :
Ψ(xk) ≈ f(Φk,∇Φk)
L’objectif est de de´terminer f. Pour simplifier l’analyse du proble`me, on conside`re
un cube unitaire obtenu par transformation du volume Ωk ; ses coordonne´es selon
cette transformation sont (ζ,ν,η) ∈ (−12 ,12)3. La line´arisation s’e´crit :
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ϕ(y; Φ,∇Φ,xk) = Φk +Dξξ +Dηη +Dζζ
Les axes sont choisis tels que :
Dξ ≥ Dη ≥ Dζ ≥ 0
Ce choix limite le nombre de topologies possibles de l’interface dans le cube. On
peut ainsi e´crire :
Dξ = max(|∆x
(
∂Φ
∂x
)
k
|, |∆y
(
∂Φ
∂y
)
k
|, |∆z
(
∂Φ
∂z
)
k
|),
Dζ = min(|∆x
(
∂Φ
∂x
)
k
|, |∆y
(
∂Φ
∂y
)
k
|, |∆z
(
∂Φ
∂z
)
k
|),
Dη = |∆x
(
∂Φ
∂x
)
k
|+ |∆y
(
∂Φ
∂y
)
k
|+ |∆z
(
∂Φ
∂z
)
k
| −Dξ −Dζ
(1.2)
L’approximation de f fait intervenir l’e´valuation de la fonction Level-Set aux points
A,B,C,D et E :
ΦA = Φk + 12Dξ +
1
2Dη +
1
2Dζ
ΦB = Φk + 12Dξ +
1
2Dη −
1
2Dζ
ΦC = Φk + 12Dξ −
1
2Dη +
1
2Dζ
ΦD = Φk − 12Dξ +
1
2Dη +
1
2Dζ
ΦE = Φk + 12Dξ −
1
2Dη −
1
2Dζ
(1.3)
Finalement, la fonction f s’e´crit :
f = A6DξDηDζ
Φ ≤ 0 (1.4)
et
f = 1− f(−Φ,∇Φ) Φ > 0 (1.5)
ou`
A = max(ΦA, 0)3 −max(ΦB, 0)3−
max(ΦC , 0)3 −max(ΦD, 0)3+
max(ΦE, 0)3
(1.6)
Des proble`mes nume´riques surviennent lorsque le de´nominateur de l’e´quation 1.4
tend vers 0. Ceci intervient lorsque un des crite`res suivants est ve´rifie´ :
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
Dζ = 0 ou
Dζ = 0 ΛDη = 0 ou
Dζ = 0 ΛDη = 0 ΛDξ = 0
Ces configurations limites sont traite´es spe´cifiquement :
lim
Dζ→0
f =
max(ΦA|Dζ=0, 0)2 −max(ΦC |Dζ=0, 0)2
2DξDη
Φ ≤ 0
lim
Dη→0
lim
Dζ→0
f =
max(ΦA|Dη=0,Dζ=0, 0)2
Dξ
Φ ≤ 0
lim
Dξ→0
lim
Dη→0
lim
Dζ→0
f =

0 Φ < 0
1
2 Φ = 0
1 Φ > 0
Remarque. Le calcul des fractions volumiques sur chaque cellule du domaine de
calcul est effectue´ a` partir des grandeurs Dξ, Dζ etDη de´finies en 1.2. Ces grandeurs
sont de´termine´es d’apre`s le gradient de la fonction Level-Set, qui s’obtient de
manie`re exacte pour une sphe`re :
Φ(x, y, z) = (x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 − r02
∇Φ =

∂Φ
∂x
∂Φ
∂y
∂Φ
∂z
 =

2(x− x0)
2(y − y0)
2(z − z0)

La fonction Level-Set est alors e´value´e en chaque cellule a` partir des centres des
cellules xk = (xk, yk, zk). Les valeurs ΦA,ΦB,ΦC ,ΦD,ΦE sont ensuite obtenues en
1.3 a` partir des composantes du gradient. La me´thode fournit donc de manie`re
directe et explicite une approximation de la fonction couleur Ψ, c’est-a`-dire sans
processus ite´ratif ou re´cursif pouvant engendrer des couˆts conse´quents en ressources
de calcul.
1.1.2 Me´thode 2 : calcul de la fonction VOF par une me´thode
d’inte´gration
Nous pre´sentons dans cette section une me´thode VOF base´e sur l’inte´gration
d’une fonction implicite repre´sentant l’interface [Bna` et al. (2015)].
Afin de valider efficacement des re´sultats obtenus par simulation en les confron-
tant a` des pre´dictions the´oriques, il est essentiel d’initialiser avec grande pre´cision
les grandeurs d’inte´reˆt de l’e´tude, comme par exemple le champ de vitesse, la po-
sition de l’interface ou les fractions volumiques. Une impre´cision relative dans leur
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e´valuation initiale peut introduire un biais dans l’e´tude. Une me´thode VOF d’ini-
tialisation des fractions volumiques pour des interfaces de´finies par des fonctions
implicites est propose´e par [Bna` et al. (2015)]. Les tests pre´sente´s attestent de
la tre`s haute pre´cision de la me´thode, dans des configurations bi- et tridimension-
nelles.
Nous proposons dans cette the`se une extension du cadre d’utilisation  clas-
sique  de cette me´thode VOF, c’est-a`-dire au dela` de l’e´tape initialisation de la
fonction couleur. La me´thode est utilise´e a` chaque ite´ration en temps pour cal-
culer la fonction VOF, pour chaque bulle (donne´e d’une position et d’un rayon)
dans le domaine de calcul. L’approche de´veloppe´e se base sur une repre´sentation
analytique de l’interface, i.e. la position de l’interface est de´finie par une fonction
implicite. Cette fonction peut repre´senter de nombreuses configurations d’inter-
faces (Figure 1.3) :
- interface entre une inclusion et le fluide : bulle repre´sente´e par une sphe`re
ou une ellipso¨ıde
- interface entre deux fluides : perturbation a` la surface approche´e par une
vague sinuso¨ıdale d’e´quation G(x, y) = Hsin(2pix/λ)− y = 0, ou` H
de´signe l’amplitude et λ la longueur d’onde.
G(x, y) = Hsin(2pix/λ)− y = 0, ou` H de´signe l’amplitude et λ la longueur d’onde.
Figure 1.3: Repre´sentation d’interfaces a` partir de fonctions implicites, bleu :
cercle/ellipse, magenta : vague.
L’inte´gration d’une e´quation de´crivant l’interface sur une cellule donne´e est
re´alise´e a` partir d’une formulation explicite de l’e´quation. Cette formulation diffe`re
selon la forme de l’interface conside´re´e. Dans le cadre du de´veloppement de notre
me´thode, les inclusions d’inte´reˆt sont les cercles (ou sphe`res en 3D). Une subdi-
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vision du cercle en plusieurs arcs, chacun dote´ de leur propre e´quation explicite
(Figure 1.4), est alors requise afin de proce´der a` l’inte´gration.
Figure 1.4: Subdivision d’un cercle en arcs de cercle, chacun d’entre eux e´tant
de´finis par une e´quation [Bna` et al. (2015)].
En conside´rant un maillage carte´sien, pour une maille carre´e de dimension h0,
l’algorithme (version 2D) de calcul des fractions volumiques par inte´gration se
compose des e´tapes suivantes :
o De´tection de l’interface dans la cellule. En premier lieu, on cherche
a` calculer une grandeur caracte´ristique fh de la fonction implicite. L’inter-
section avec l’interface xl est de´termine´e par un algorithme de recherche
d’un ze´ro d’une fonction. La fonction implicite est ensuite e´value´e dans une
sous-grille 3x3 de la cellule (Figure 1.5) ; le point sur les bords de la cellule
le plus distant des points de la sous-grille est a` une distance hb = h0/4, la
grandeur caracte´ristique fh est donc de´finie comme :
fh = max (|f(xl + hbn)|, |f(xl − hbn)|)
Si les 9 valeurs fj sont de meˆme signe et ve´rifient |fj| > fh :
− si fj > 0 la cellule est vide et C = 0
− si fj < 0 la cellule est pleine et C = 1
Sinon la cellule est analyse´e.
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Figure 1.5: Sous-grille de 3x3 points d’une maille carre´e de dimension h0. [Bna`
et al. (2015)].
o Calcul des pre´-requis a` l’inte´gration. Dans le troisie`me cas mentionne´
ci-dessus, i.e. 0 < C < 1, il est ne´cessaire de de´terminer les limites d’inte´gration
pour le calcul des fractions volumiques.
1. Une direction privile´gie´e est de´termine´e en fonction des composantes du
gradient de la fonction implicite e´value´e dans la cellule. Une coordonne´e
primaire associe´e a` cette direction et une variable de´pendante sont ainsi
e´tablies et on a alors la relation y = y(x) ou x = x(y).
2. A` partir de cette relation explicite, des algorithmes de recherche du ze´ro
d’une fonction et des algorithmes de recherche de minimum sont utilise´s
pour de´terminer les intersections de l’interface et des bords de la cellule.
La cellule est alors divise´e en rectangles contenant ou non l’interface (un
rectangle contenant l’interface dans la Figure 1.6).
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Figure 1.6: En conside´rant une formulation explicite y = g(x), l’inte´grande est
la ligne joignant les points intersections (x1, y0) et (xi1, y1) et le sommet (x2, y1)
[Bna` et al. (2015)].
o Inte´gration nume´rique. L’inte´gration nume´rique est re´alise´e dans chaque
rectangle de manie`re inde´pendante par une me´thode de Gauss-Legendre.
Sur la Figure 1.6, pour une cellule carre´e de dimension h0, avec y = g(x) et
h(x) = min (h0,max(g(x)− y1, 0))
C = 1
h0
∫ x2
x1
h(x) dx = 1
h0
∫ xi1
x1
h(x) dx ' xi1 − x12h20
ni∑
j=1
ωjh(xj)
ou` les nœuds xj ve´rifient xj = ((xi1 + x1) + (xi1 − x1)ξj)/2, ωj et ξj sont
les coefficients et les nœuds pour une inte´gration par me´thode de Gauss-
Legendre avec ni points. Les hauteurs h(xj) sont calcule´es par une me´thode
de recherche de ze´ro d’une fonction.
Conclusion. A partir de la position d’une inclusion et de ses dimensions ca-
racte´ristiques (rayon(s), ...), la fonction VOF associe´e a` cette inclusion est calcule´e
sur le domaine selon une des deux me´thodes pre´sente´es (Figure 1.7 et 1.8).
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Figure 1.7: Contours de la fonction couleur pour une sphe`re (gauche) et une
ellipso¨ıde (droite) par la Me´thode 2, grille 803.
Figure 1.8: Fonction couleur calcule´e par la Me´thode 2 pour des inclusions 2D :
cercle (gauche) et ellipse (droite). Le contour de la fonction couleur est repre´sente´
par une courbe blanche, grille 802.
1.1.3 Comparaison des performances des deux me´thodes
Dans cette section nous justifions le choix la me´thode VOF se´lectionne´e pour la
re´alisation des simulations. Les deux me´thodes pre´sente´s pre´ce´demment (Me´thode
1 et Me´thode 2) ont e´te´ choisies car exploitant au mieux l’hypothe`se sur la forme
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(sphe´rique ou ellipso¨ıdale) des bulles, les deux approches se basant sur une repre´sen-
tation analytique de l’interface de´crite par une fonction implicite. Les me´thodes
ont e´te´ inte´gre´es dans le code NEPTUNE CFD.
La Me´thode 1 fournit une approximation de la fonction couleur selon une
formulation explicite et  directe , la Me´thode 2 fournit la fonction couleur
par inte´gration et requiert l’utilisation d’algorithmes relativement couˆteux en res-
sources de calcul (recherche des ze´ros d’une fonction, algorithmes de minimisa-
tion) pour de´terminer les limites de l’inte´gration. A priori, la Me´thode 1 est moins
couˆteuse en ressources, et la Me´thode 2 offre une meilleure pre´cision des fractions
volumiques.
E´tude comparative. Conside´rons une sphere de rayon R = 0.2m positionne´e au
centre d’un domaine cubique de dimensions 1 x 1 x 1m ; le maillage est constitue´
de cellules cubiques de dimension h0. Nous cherchons a` mesurer la pre´cision et
la rapidite´ du calcul des fractions volumiques selon les deux me´thodes. L’erreur
volumique en norme L1 s’e´crit :
1 =
|Vth − Vn1|
Vth
, 2 =
|Vth − Vn2|
Vth
, Vn1 = h30
N∑
i=1
C1, Vn2 = h30
N∑
i=1
C2
avec C1 fonction couleur obtenue par la Me´thode 1, C2 fonction couleur obtenue
par la Me´thode 2, Vn1 et Vn2 les volumes calcule´s respectifs, Vth le volume the´orique
de la sphe`re et N le nombre de mailles.
Les erreurs sont quantifie´es en re´alisant les calculs pour une ite´ration en temps
sur quatre maillages de taille 203, 403, 803 et 1603, ce qui correspond a` un nombre
moyen de mailles par rayon respectivement de 4, 8, 16 et 32. Les temps CPU
tc1 , tc2 sont e´galement calcule´s pour chacune des deux me´thodes. Les re´sultats sont
consigne´s dans le tableau 1.9.
203 403 803 1603
Erreur 1 3.4 ∗ 1.0
−3 4.3 ∗ 1.0−4 5.4 ∗ 1.0−5 6.7 ∗ 1.0−6
2 4.5 ∗ 1.0−16 2.4 ∗ 1.0−17 3.1 ∗ 1.0−18 3.9 ∗ 1.0−19
CPU (ms) tc1 14.09 111.68 871.20 7170.95
tc2 30.29 184.80 1317.76 10085.75
Table 1.9: Tableau comparatif des performances en pre´cision et temps de calcul
des deux me´thodes VOF.
Conclusion. Les re´sultats obtenus (Tableau 1.9) attestent de la plus grande
pre´cision de la Me´thode 2 (quasiment a` l’erreur machine pour le maillage le moins
21
Chapitre 1. Caracte´risation de l’interface liquide-bulle et suivi
Lagrangien des bulles
fin), l’e´cart entre les temps CPU n’e´tant pas conside´rable entre les deux me´thodes,
la Me´thode 2 fait office de meilleur candidat pour le de´veloppement de notre outil
de simulation.
1.1.4 Crite`re de conservativite´ : correction des fractions volumiques
D’un point de vue algorithmique, la me´thode VOF choisie est applique´e se´pare´-
ment a` chaque inclusion dans le domaine de calcul. Lorsque le nombre d’inclusions
P > 1, il est ne´cessaire d’introduire une deuxie`me mesure d’erreur g qui inte`gre
dans son calcul l’ensemble des inclusions du domaine ; cette erreur est alors e´value´e
en norme L1 sur la totalite´ du volume de la phase disperse´e dans l’e´coulement :
g =
∣∣∣∣∣ P∑i=1Vith −
P∑
i=1
Vin
∣∣∣∣∣
P∑
i=1
Vith
, Vin = h30
N∑
n=1
Cn
avec Vith le volume the´orique de la i-e`me inclusion, Vin le volume calcule´ associe´ a`
la i-e`me inclusion, h0 la dimension de maille et N le nombre de mailles.
En conside´rant un nombre d’inclusions conse´quent, l’erreur globale de volume
g se de´grade sensiblement. Pour pallier a` ce de´faut, et de manie`re ge´ne´rale eˆtre en
mesure de controˆler le volume total de la phase disperse´e dans l’e´coulement, nous
re´alisons une correction des fractions volumiques en vue de respecter le crite`re de
conservativite´, c’est-a`-dire ni perte ni gain de volume pendant la simulation. La
me´thode de correction se base sur l’estimation de de´faut (ou d’exce´dent) de volume
e´tablie a` partir du volume global (connu) ; le de´faut est compense´ (ou l’exce´dent
retire´) en redistribuant le volume manquant (ou exce´dant) sur les mailles conte-
nant l’interface.
Le volume de chaque inclusion est connu, a` chaque instant de la simulation on a
donc :
VGth =
P∑
i=1
Vith
Dans chaque maille d’indice k, nous introduisons la fraction volumique the´orique
Ckth qui admet la de´composition suivante :
Ckth = Ck + F(Ck) c︸ ︷︷ ︸
terme correctif
(1.7)
Ck de´signe la valeur de la fonction couleur calcule´e nume´riquement ; le terme cor-
rectif se compose de la fonction F, qui ve´rifie F (0) = 0 et F (1) = 1, et c de´signe
le parame`tre correctif.
On choisit la fonction F telle que pour x ∈ [0, 1] :
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F (x) = x− x2
Cette fonction (Figure 1.9) de´termine la distribution du terme correctif sur les
mailles contenant l’interface. Sur une maille donne´e, si la fonction couleur C vaut
0 ou 1, alors F est nulle et les fractions volumiques restent inchange´es. Sinon, la
fonction F atteint son maximum en 0.5 et pre´sente une syme´trie autour de ce point.
 0
 0.05
 0.1
 0.15
 0.2
 0.25
 0.3
 0  0.25  0.5  0.75  1
F(
C k
)
Ck
Figure 1.9: Trace´ de la fonction F sur [0,1].
Nous cherchons a` exprimer le parame`tre constant c en fonction des grandeurs
connues. En de´veloppant 1.7 :
h30
N∑
k=1
Ckth = h30
N∑
k=1
Ck + h30
N∑
k=1
(Ck − C2k) c
Or :
VGth =
P∑
i=1
Vith = h30
N∑
k=1
Ckth
Ainsi :
c =
VGth − h30
N∑
k=1
Ck
h30
N∑
k=1
(Ck − C2k)
(1.8)
La me´thode ge´ne´rale de calcul-correction des fractions volumiques peut se re´sumer
en trois e´tapes :
o Calcul par la Me´thode 2 de la fonction couleur associe´e a` chaque inclusion
et sommation des contributions en chaque cellule du domaine de calcul ;
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o A partir des fractions volumiques de l’ensemble des inclusions ainsi obte-
nues, calcul du parame`tre global de correction c d’apre`s 1.8 ;
o Correction des fractions volumiques a` partir de la relation 1.7.
1.2 Caracte´risation de l’interface : calcul des frac-
tions surfaciques et des normales a` l’interface
Nous avons e´tabli dans la sous-section pre´ce´dente la me´thode de calcul-correction
de la fonction VOF. La donne´e des fractions volumiques dans le domaine de calcul
ne suffit pas a` caracte´riser pre´cise´ment l’interface liquide-bulle. Dans une cellule
donne´e, une meˆme fraction volumique peut correspondre a` de nombreuses confi-
gurations (position, orientation) de l’interface (Figure 1.10).
(a) (c)(b)
C = 0.92
C = 0.92
C = 0.92
Figure 1.10: Trois configurations d’interface possibles (a), (b) et (c) correspondent
a` une meˆme fraction volumique.
Nous cherchons a` introduire une donne´e ge´ome´trique supple´mentaire caracte´ri-
sant la pre´sence de l’interface dans une cellule. La me´thode nume´rique de re´solution
des e´quations de Navier-Stokes inte`gre explicitement dans sa formulation l’en-
semble de ces grandeurs de´finissant l’interface. La strate´gie de repre´sentation des
bulles dans l’e´coulement et la me´thode nume´rique de re´solution sont donc forte-
ment lie´es. Le choix de la grandeur ge´ome´trique a` calculer est re´alise´ en vue d’une
strate´gie de discre´tisation pre´-e´tablie.
Nous proposons le calcul des fractions surfaciques fluides note´es αF de´finies
comme le ratio de volume fluide occupant une face d’indice F (pour deux cellules
voisines d’indices respectifs i et j nous admettrons e´galement la notation αij). Pour
une face non traverse´e par l’interface, αF = 1 dans le domaine fluide et αF = 0 dans
le domaine occupe´ par la bulle ; si la face est traverse´e par l’interface 0 ≤ αF ≤ 1.
Cette donne´e locale associe´e a` chaque face permet une pseudo-re´e´valuation de la
forme des mailles traverse´es par l’interface (Figure 1.14).
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des normales a` l’interface
Nous de´taillons le proce´de´ de re´e´valuation de la forme d’une maille a` partir de
la donne´e des fractions surfaciques. Conside´rons une cellule carre´e (Figure 1.11)
de dimension unitaire et de centre xk ; les cellules voisines (ouest, nord, est et
sud) de centres respectifs xw, xn, xe et xs posse`dent une face commune avec la
maille d’indice k, ces faces sont note´es respectivement Fwk, Fnk, Fek et Fsk et leurs
normales nwk, nnk, nek et nsk.
xk
Figure 1.11: Configuration initiale de la cellule de centre xk se´pare´e des cellules
voisines de centres xw, xn, xe et xs par les faces Fwk, Fnk, Fek et Fsk.
Le proce´de´ de re´e´valuation se re´sume en deux e´tapes :
E´tape 1. Pour chaque face Fwk, Fnk, Fek et Fsk de la cellule d’indice k
nous calculons les fractions surfaciques αwk, αnk, αek et αsk (de´tail de la
me´thode nume´rique dans les sous-sections suivantes).
E´tape 2. La cellule k e´tant carre´e, les normales a` ses faces ve´rifient la
relation suivante :
nwk+nnk + nek + nsk = 0∑
i∈Vk
nik = 0 (1.9)
Les fractions surfaciques de´termine´es a` l’e´tape pre´ce´dente sont introduites
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dans la relation pre´ce´dente. On obtient :∑
i∈Vk
αiknik +
∑
i∈Vk
(1− αik)nik = 0∑
i∈Vk
αiknik = −
∑
i∈Vk
(1− αik)nik
(1.10)
Notons np la normale a` l’interface. Elle se construit ge´ome´triquement tel
qu’illustre´ sur les Figures 1.12 et 1.13. Formellement, cette relation s’e´crit :
np = −
∑
i∈Vk
(1− αik)nik (1.11)
xk
Figure 1.12: Fractions volu-
miques aux faces de la cellule
k. On a trivialement pour les
faces non traverse´es par l’inter-
face αwk = αnk = 1.
Figure 1.13: Construction de la
normale a` l’interface a` partir des
fractions surfaciques.
En substituant cette relation dans 1.10 on obtient :∑
i∈Vk
αiknik = np (1.12)
Le calcul des fractions surfaciques de´finit directement la normale a` l’inter-
face dans une cellule donne´e. Cette relation permet d’introduire  artifi-
ciellement  une face supple´mentaire repre´sentant l’interface. Cette face ne
constitue pas un nouveau segment de la frontie`re propre a` la maille comme
dans le cas de me´thodes d’adaptation de maillages. Les cellules demeurent
carre´es ou cubiques ; la face supple´mentaire est implicitement caracte´rise´e
par sa normale np.
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Conclusion. La re´e´valuation  artificielle  de la forme d’une maille Ωk traverse´e
par l’interface (Figure 1.14) correspond aux transformations ge´ome´triques sui-
vantes :
Fwk → F ′wk
Fnk → F ′nk
Fek → F ′ek
Fsk → F ′sk
(1.13)
ou` F ′wk, F ′nk, F ′ek et F ′sk de´signent les transforme´es des faces Fwk,Fnk,Fek et Fsk
telles que :
αwk = |F ′wk|
αnk = |F ′nk|
αek = |F ′ek|
αsk = |F ′sk|
(1.14)
A ces transformations vient s’ajouter l’introduction d’une face supple´mentaire
repre´sentant l’interface de normale np.
xk
Figure 1.14: Re´e´valuation fictive de la forme de la cellule de centre xk traverse´e
par l’interface : Fek → F ′ek et Fsk → F ′sk. La face fictive Fb correspond a` l’interface
liquide-bulle.
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La strate´gie nume´rique propose´e pour le calcul des fractions surfaciques diffe`re
selon la dimension de la repre´sentation des inclusions : la ge´ome´trie du proble`me
n’est pas la meˆme conside´rant des cercles en approche bi-dimensionnelle ou des
sphe`res en approche tri-dimensionnelle. Nous proposons un traitement ge´ome´trique
spe´cifique pour chacune de ces approches. En approche 2D, nous proposons une
approximation du calcul de ces fractions ; en approche 3D, la me´thode propose´e
permet un calcul exact des fractions. Nous pre´sentons dans les sous-sections sui-
vantes la mise en œuvre nume´rique du calcul des fractions surfaciques.
1.2.1 Calcul bidimensionnel des fractions surfaciques
Nous pre´sentons dans cette sous-section la me´thode mise en œuvre pour calcu-
ler les fractions surfaciques (fluides ou de bulle) en repre´sentation bidimensionnelle.
Conside´rons un maillage carte´sien avec des mailles de dimension h0.
Conside´rons deux cellules voisines d’indices I et J dont la face commune est
traverse´e par l’interface (Figure 1.11). Nous cherchons a` calculer la grandeur bIJ ,
longueur du segment fluide sur la face. Notons αI et αJ les fractions volumiques
fluides des cellules d’indice I et J . Nous proposons une me´thode de calcul de bIJ
base´e uniquement sur l’utilisation des fractions volumiques fluides αI et αJ . Notons
A l’application qui associe a` un couple de fractions volumiques (αI , αJ) la longueur
du segment bIJ .
A(αI , αJ) = bIJ (1.15)
xI xJ
bIJ
Σ
αI αJ 
h0
Figure 1.15: Configuration du proble`me : deux cellules de centres xi et xj toutes
deux traverse´es par l’interface Σ.
Le calcul des normales de´crit dans la section pre´ce´dente impose a priori l’ap-
proximation de l’interface initiale courbe Σ par Σ′ comme de´crit dans la Figure
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1.16. L’interface est de´finie sur chacune des cellules comme la droite correspon-
dant a` une fonction affine passant par les deux points d’intersection des faces avec
l’interface. L’interface approche´e Σ′ est donc de´finie comme une fonction affine
par morceaux compose´e de la re´union des segments de droite sur chaque cellule
traverse´e par l’interface. Nous introduisons un repe`re (Figure 1.17) dont les axes
co¨ıncident avec la face IJ et une face orthogonale a` celle-ci, l’origine du repe`re est
situe´e sur le sommet de la face dans le domaine Ωb.
xI xJ
bIJ
Σ
Σ
αI αJ 
Figure 1.16: Approximation de la l’interface originelle courbe Σ par une
fonction affine par morceaux Σ′.
Remarque. L’approximation d’interface (Figure 1.16) se traduit par une dispari-
tion de la courbure de l’interface. Elle se justifie par la tendance de l’interface sur
une cellule donne´e a` eˆtre assimile´e a` une droite lorsque h0 est petit.
L’interface est de´finie comme une fonction affine par morceaux dont l’e´quation
s’e´crit :
y(x) =
{
aIx+ bIJ sur ΩI
aJx+ bIJ sur ΩJ
(1.16)
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bIJ
Σ
αI αJ 
Figure 1.17: Notations de l’e´tude et repre´sentation de l’interface par une fonction
affine par morceaux.
Nous cherchons a` calculer bIJ . La me´thode consiste dans un premier temps a`
exprimer les fractions volumiques (donne´e d’entre´e connue) αI et αJ en fonction
(FI et FJ) des pentes aI et aJ et de la longueur bIJ :
αI = FI(aI , bIJ)
αJ = FJ(aJ , bIJ)
(1.17)
Les pentes sont ensuite formule´es comme fonction (F ′I et F ′J) des fractions volu-
miques αI et αJ et de la longueur bIJ :
aI = F ′I(αI , bIJ)
aJ = F ′J(αJ , bIJ)
(1.18)
Nous re´alisons une hypothe`se de continuite´ des pentes a` la face (Figure 1.18.(a)) :
aI = aJ = aIJ
avec aIJ pente de la droite intersectant l’axe (Oy) pour une ordonne´e associe´e b′IJ ,
approximation de bIJ .
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bIJαI αJ 
αI αJ 
(a)
(b)
Figure 1.18: (a) Repre´sentation initiale de l’interface par une fonction affine par
morceaux. (b) Approximation re´alise´e : l’interface est repre´sente´e par une fonction
affine.
L’approximation re´alise´e pre´serve les surfaces (Figure 1.18.(b)) : le changement de
configuration de l’interface ne se traduit pas par une modification des grandeurs
αI et αJ . La relation 1.17 garantit :
αI = FI(aIJ , b′IJ)
αJ = FJ(aIJ , b′IJ)
Finalement, la grandeur b′IJ est de´termine´e a` partir de la relation 1.17 dont on
de´duit l’e´quation d’inconnue b′IJ :
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F ′I(αI , b′IJ)−F ′J(αJ , b′IJ) = 0 (1.19)
On de´nombre quatre configurations d’interface au total (Figure 1.19). Chacune de
ces configurations me`ne a` une re´solution diffe´rente de 1.19. Le de´tail de ce calcul
figure dans l’annexe.
αI 
(1)
(2)
(3)
(4)αI αJ αI αJ 
αI αJ αJ 
Figure 1.19: Quatre configurations d’interface possibles. Le calcul de l’aire de´pend
des formes ge´ome´triques obtenues : (1) Triangle (ΩI) - Trape`ze (ΩJ), (2) Trape`ze
- Trape`ze, (3) Triangle - Trape`ze + Rectangle, (4) Trape`ze - Trape`ze + Rectangle.
La re´solution de 1.19 fournit la longueur b′IJ . La fraction surfacique de bulle 0 ≤
αIJ ≤ 1 est de´finie comme la longueur b′IJ rapporte´e a` la dimension de la cellule :
αIJ =
b′IJ
h0
= A(αI , αJ)
h0
(1.20)
Remarque. Pour une inclusion de forme controˆle´e dont l’interface est de´finie ana-
lytiquement, une autre approche du calcul de bIJ est e´galement envisageable. Il
s’agit alors de de´terminer l’e´ventuelle intersection de la fonction de´finissant l’in-
terface avec la droite passant par les deux sommets de la face a` l’e´tude (Figure
1.20). La longueur bIJ est alors de´finie comme la distance se´parant ce point inter-
section (point Pi) avec le sommet situe´ dans le domaine occupe´ par la bulle (point
S). Cette approche est cependant difficilement ge´ne´ralisable a` des inclusions de
formes diverses et e´ventuellement de´formables, lorsqu’un controˆle analytique de la
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forme des bulles n’est plus re´alisable. La me´thode retenue pre´sente elle un avantage
majeur : elle est uniquement base´e sur la donne´e des surfaces dans chaque cellule
1.20 inde´pendamment du  type  d’interface conside´re´.
x
y
Figure 1.20: Calcul de la fraction surfacique de bulle. Le point Pi correspond a`
l’intersection entre l’interface Σ et de la droite d’e´quation x = d, d ∈ R. Le point
S est le sommet situe´ dans le domaine occupe´ par la bulle.
1.2.2 Calcul tridimensionnel des fractions surfaciques
Nous pre´sentons la me´thode mise en œuvre pour calculer les fractions surfa-
ciques en repre´sentation tridimensionnelle. Nous cherchons a` calculer la surface
note´e sIJ occupe´e par la bulle sur chaque face joignant deux cellules d’indices I
et J admettant une intersection avec l’interface (Figure 1.21). L’approche rete-
nue pour le calcul des fractions surfaciques en 2D est difficilement ge´ne´ralisable
aux repre´sentations 3D. Les objets ge´ome´triques manipule´s approximant l’inter-
face sont dans ce cas des plans. La formulation des fractions volumiques αI et αJ
a` partir des e´quations de plans telle qu’e´tablie en 1.17) est difficilement re´alisable
du fait du nombre conse´quent de configurations d’interface possibles et de leur
de´tection, ainsi que la complexite´ des aspects ge´ome´triques a` traiter (intersections
plan-face multiples). Nous privile´gons une autre approche nous permettant de cal-
culer a` haute pre´cision la surface sIJ sur chaque face. Cette approche se base sur
l’utilisation d’une me´thode VOF bidimensionnelle.
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xI xJ
h0
Figure 1.21: La face FIJ admet une intersection (aire rouge) avec l’interface Σ
de surface sIJ .
Conside´rons un maillage carte´sien de N × N × N mailles et une bulle de forme
sphe´rique de rayon r, de centre (x0, y0, z0) et d’e´quation (x − x0)2 + (y − y0)2 +
(z − z0)2 = r2 (Figure 1.22). Notons h0 la dimension caracte´ristique des cellules
cubiques de dimension caracte´ristique h0. Les sommets des cellules du maillage
sont localise´s aux positions (xi, yj, zk), (i, j, k) ∈ [1...N ]3.
x1 xN
y1
yN
z1
zN
x
y
z
r
h0
Figure 1.22: Configuration a` l’e´tude : maillage carte´sien de dimension ca-
racte´ristique h0 ; le domaine de calcul contient une bulle sphe´rique de rayon r.
De´finissons formellement l’intersection d’une bulle sphe´rique et d’une face donne´e.
Les faces du maillage sont des carre´s de dimension h0 dont les sommets partageant
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une composante commune xi, yj, ou zk appartiennent a` un meˆme plan d’e´quation :
x = (xi)1≤i≤N ou y = (yj)1≤j≤N ou z = (zk)1≤k≤N . (1.21)
Plus ge´ne´ralement, l’intersection d’une sphe`re de centre x0, y0, z0 et d’e´quation
(x−x0)2+(y−y0)2+(z−z0)2 = r2 avec un plan d’e´quation Ax+By+Cz+D = 0 est
un cercle contenu dans le plan de centre note´ (xc, yc, zc) et de rayon note´ rc tel que :
xc = x0 − A(Ax0 +By0 + Cz0 +D)
A2 +B2 + C2
yc = y0 − B(Ax0 +By0 + Cz0 +D)
A2 +B2 + C2
zc = z0 − C(Ax0 +By0 + Cz0 +D)
A2 +B2 + C2
(1.22)
rc =
√
r2 − (Ax0 +By0 + Cz0 +D)
2
A2 +B2 + C2
(1.23)
La distance note´e dc se´parant le centre du cercle-intersection du centre de la sphe`re
est :
d = |Ax0 +By0 + Cz0 +D|√
A2 +B2 + C2
(1.24)
Le crite`re d’intersection entre le plan et la sphe`re est e´tabli selon les valeurs de dc :
Intersection plan-sphere : r > d
Plan tangent a` la sphe`re : r = d
Pas d’intersection plan-sphe`re : r < d
(1.25)
Revenons au calcul de la surface sIJ associe´e a` chaque face joignant deux cellules
voisines I et J . Dans un premier temps, l’e´quation de plan associe´e a` chaque face
est e´tablie en de´terminant la composante commune a` tous les sommets d’une meˆme
face (Figure 1.22).
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Figure 1.23: Le plan en rouge contient tous les sommets ve´rifiant x = x4.
Nous appliquons ensuite le crite`re de de´tection a` chaque face ; dans le cas d’une in-
tersection, nous disposons de la position (xc, yc, zc) du centre du cercle-intersection
et de son rayon rc. La surface sIJ correspond a` la surface inte´rieure au cercle in-
tersection. Ainsi, la jonction de toutes les faces de´finies sur un meˆme plan forme
une pseudo-grille carte´sienne bidimensionnelle (Figure 1.24).
Figure 1.24: Pseudo-grille carte´sienne compose´e de toutes les faces contenues
dans le plan d’e´quation x = x4. Selon cette vue du proble`me, le calcul des fractions
surfaciques correspond a` un calcul de fractions volumiques 2D.
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Le calcul des sIJ correspond donc a` un calcul bidimensionnel de fraction volumique
pour un cercle de centre (xc, yc, zc) et de rayon rc dont la formulation analytique
implicite de´pend de l’e´quation du plan associe´ a` la face :
plan (Oxy) : (x− xc)2 + (y − yc)2 − r2c = 0,
plan (Oyz) : (y − yc)2 + (z − zc)2 − r2c = 0,
plan (Oxz) : (x− xc)2 + (z − zc)2 − r2c = 0.
(1.26)
Ces fractions volumiques 2D sont calcule´es via la me´thode VOF [Bna` et al. (2015)]
pre´sente´e en 1.1.2.
Adaptation de la me´thode pour le traitement de la pe´riodicite´
Le calcul des fractions volumiques et surfaciques requiert un traitement nume´rique
spe´cifique lorsque la bulle franchit une frontie`re du domaine associe´e a` une condi-
tion limite de pe´riodicite´ (Figure 1.25). Du fait de la pe´riodicite´, la bulle occupe
deux positions de manie`re simultane´e. La donne´e d’une seule position ne suffit pas
a` calculer toutes les fractions volumiques/surfaciques associe´es a` une bulle.
x
y
Figure 1.25: La bulle Bi franchit la paroi (violet) affecte´e d’une condition limite
de pe´riodicite´ et est re´introduite a` gauche comme la bulle B′i image de Bi par la
translation (Tx, Ty = 0).
Notons Bi la bulle de centre xbi = (xbi , ybi , zbi) franchissant une frontie`re affecte´e
d’une condition limite de pe´riodicite´ et B′i la bulle de centre xb′i = (x′bi , y′bi , z′bi)
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de´finie comme l’image de Bi par la translation T = (Tx, Ty, Tz) associe´e a` la
pe´riodicite´ tel que :
xb′i = (x′bi , y
′
bi
, z′bi) = (xbi + Tx, ybi + Ty, zbi + Tz) (1.27)
Le de´tail du calcul de T figure dans la section 1.3.2. Nous proposons une me´thode
pour le calcul complet des fractions volumiques/surfaciques base´e sur l’utilisation
de Bi et de son image B′i.
Pour un maillage carte´sien donne´, et une repre´sentation analytique de l’interface
e´tablie, d’apre`s les me´thodes de´taille´es dans la section pre´ce´dente, nous admettons
l’e´criture des fractions volumiques/surfaciques comme fonctions (respectivement V
/ A) des centres des cellules/faces et du centre de masse de la bulle ; pour une cel-
lule Ωk de centre xk et une face d’indice F , de centre xF , en l’absence de pe´riodicite´ :
αk = V(xk,xbi)
αF = A(xF ,xbi)
(1.28)
Les fractions volumiques/surfaciques totales s’obtiennent en sommant les contri-
butions des bulles Bi et B′i :
αk = V(xk,xbi) + V(xk,xb′i)
αF = A(xF ,xbi) +A(xk,xb′i)
(1.29)
1.2.3 Calcul des normales a` l’interface liquide-bulle
Nous rappelons la formulation du calcul des normales de´taille´e dans la section
pre´ce´dente. Conside´rons une cellule Ωk d’un maillage carte´sien, notons Vk l’en-
semble de ses cellules voisines. Les fractions surfaciques aux faces joignant Ωk et
Ωv, sont note´es αvk, avec v ∈ Vk ; les normales aux faces associe´es sont note´es
nvk. La formulation de la normale a` l’interface note´e npk est e´tablie a` partir des
fractions surfaciques calcule´es aux faces de Ωk :
npk =
∑
v∈Vk
αvknvk (1.30)
1.3 Suivi Lagrangien des bulles dans l’e´coulement
Le calcul des fractions volumiques et surfaciques de´taille´ dans la section pre´ce´-
dente permet une caracte´risation locale de la pre´sence de l’interface dans le do-
maine de calcul. Nous disposons donc de ces grandeurs ge´ome´triques pour re´aliser
la construction de la me´thode nume´rique permettant la re´solution des e´quations
de conservation en vue d’obtenir une description du champ fluide sur la grille
eule´rienne. Cependant, sous l’action hydrodynamique du fluide, les inclusions sont
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amene´es a` eˆtre advecte´es dans l’e´coulement. Les bulles peuvent potentiellement
entrer en collision ou interagir avec les conditions aux limites du domaine de cal-
cul (rebond ou pe´riodicite´). Il apparaˆıt donc ne´cessaire de pre´ciser le formalisme
lagrangien de´crivant le suivi des inclusions dans le domaine de calcul. La section
suivante est de´die´ a` la description des aspects Lagrangiens de la me´thode compor-
tant l’avance´e en temps des bulles, la mise en oeuvre de la pe´riodicite´ des bulles
sortant du domaine de calcul, le traitement des collisions bulle-bulle et bulle-paroi,
ainsi que l’algorithme collisionnel ge´ne´ral re´gissant la mise a` jour des positions et
des vitesses des bulles lors de la simulation.
1.3.1 Avance´e en temps des bulles
Le suivi des bulles est re´alise´ selon une me´thode Euler-Lagrange. La forme des
bulles (sphe´rique, ellipso¨ıdale) et les positions de leur centre de masse e´tant connus,
la fonction couleur est aise´ment calculable a` tout instant de la simulation (voir 1.1).
Il est donc pre´fe´rable de calculer la fonction C a` partir des positions des particules
au temps tn+1 = (n+1)∆t plutoˆt que de re´soudre une e´quation de transport sur C.
La vitesse de bulle un+1b peut eˆtre de´termine´e par l’action des forces hydrody-
namiques sur celle-ci (voir 2.9) ; une vitesse (sans couplage) peut e´galement eˆtre
impose´e a` la bulle. Cette vitesse Lagrangienne est utilise´e pour la mise a` jour des
positions des centres de masse des bulles xb par le sche´ma de type Euler implicite
d’ordre 1 :
xn+1b = xnb + ∆tun+1b (1.31)
La nouvelle position de chaque bulle est connue. La fonction couleur C est re-
calcule´e en projetant selon l’hypothe`se de forme sur les inclusions a` partir de la
position du centre de masse actualise´ xn+1b .
Pour des approches de simulation similaires a` la notre, incluant un suivi La-
grangien de particules de formes controˆle´es sur une grille eule´rienne, la meˆme
me´thode d’advection des centres de masse a e´te´ mise en œuvre pour des sche´mas
nume´riques diffe´rents : pour des e´coulements particulaires [Vincent et al. (2014)]
un sche´ma de Runge Kutta d’ordre 2 et pour des e´coulements a` bulles un sche´ma
Euler explicite d’ordre 1 [Badreddine et al. (2015)].
1.3.2 Traitement de la pe´riodicite´ pour le suivi des bulles
L’interaction d’une bulle avec une condition limite de pe´riodicite´ se traduit par
une re´introduction de la bulle dans le domaine de calcul lorsque sa frontie`re fran-
chit les limites du domaine. Pour ce type de condition limite, les aspects lie´s a` la
caracte´risation de l’interface sur la grille eule´rienne, i.e. l’adapation de la me´thode
de calcul des fractions volumiques et surfaciques a` e´te´ de´taille´e dans la section
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pre´ce´dente. Nous traitons ici du suivi Lagrangien de la bulle traversant une li-
mite pe´riodique. Le traitement de la pe´riodicite´ pour le suivi des bulles consiste a`
de´tecter a` l’issu d’une ite´ration les bulles partiellement ou inte´gralement sorties du
domaine, a` e´tablir le vecteur de translation de pe´riodicite´ associe´, puis a` relocaliser
le centre de masse de la bulle selon ce vecteur de translation.
De´tection des inclusions a` relocaliser.
Le traitement de la pe´riodicite´ est pre´sente´ en repre´sentation bidimensionnelle.
Conside´rons un maillage carte´sien deN×N mailles de´limite´ par les bornes x1, xN et
y1, yN avec xN−x1 = Lx et yN−y1 = Ly, et une bulle dont le centre xbi = (xbi , ybi)
se situe a` l’exte´rieur du domaine de calcul apre`s avoir franchi inte´gralement les
frontie`res du domaine associe´es a` des conditions limites de pe´riodicite´ (Figure
1.25). Pour des inclusions circulaires, le crite`re de de´tection de de´passement des
bornes du domaine porte sur la position du centre de la bulle. Nous introduisons
les distances relatives suivantes :
dpx,1 = x1 − xbi
dpx,N = xbi − xN
et
dpy,1 = y1 − ybi
dpy,N = ybi − yN
(1.32)
x
y
Figure 1.26: Configuration a` l’e´tude : le centre de la bulle Bi se situe hors du
domaine de calcul.
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Une relocalisation de bulle est a` traiter si le crite`re suivant est ve´rifie´ :
dpx,1 > 0 ou dpx,N > 0 ou dpy,1 > 0 ou dpy,N > 0.
Calcul du vecteur de pe´riodicite´ associe´.
Une bulle dont le centre franchit les bornes du domaine est relocalise´e selon un vec-
teur T = (Tx, Ty) correspondant a` la relation de pe´riodicite´ de´finie sur la frontie`re
concerne´e. Deux frontie`res connexes peuvent eˆtre franchies simultane´ment. Pour
un domaine de dimensions Lx et Ly, nous recensons l’ensemble des translations
possibles :
T = (Tx, Ty) =

(+−Lx, +−Ly)
(+−Lx, 0)
( 0, +−Ly)
Finalement, le vecteur de translation T = (Tx, Ty) correspond a` l’unique de´placement
(Figure 1.27) situant le centre de la bulle dans le domaine de calcul :
x1 ≤ (xbi + Tx) ≤ xN et y1 ≤ (ybi + Ty) ≤ yN .
Figure 1.27: Translations possibles de la bulle Bi si xbi ≥ xN ou ybi ≥ yN .
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Mise a` jour de la position de la bulle.
La position de la bulle est mise a` jour (Figure 1.37) d’apre`s le vecteur de translation
e´tabli pre´ce´demment :
xbi = (xbi , ybi) −−−−→ (xbi + Tx, ybi + Ty)
Figure 1.28: Mise a` jour de la position de la bulle d’apre`s la translation ~T .
1.3.3 Interaction bulle-bulle et bulle-paroi
1.3.3.1 Traitement des collisions bulles-bulles
La re´alisation de simulations d’e´coulements a` particules sphe´riques induit ne´-
cessairement un traitement des interactions entre inclusions. L’interaction entre
deux inclusions proches est de´termine´e par de nombreux phe´nome`nes (couche
de lubrification, rugosite´, forces de re´pulsion...). Une re´solution tre`s pre´cise de
la couche fluide se´parant deux particules proches est requise pour restituer dans
les simulations l’ensemble de ces effets. En pratique, la me´thode nume´rique ne
permet pas toujours une re´solution suffisamment fine pour capter l’inte´gralite´ des
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phe´nome`nes d’interaction a` petite e´chelle. Le mode`le d’interaction est donc choisi
en conse´quence. Les mode`les existants couvrent un spectre assez large, allant des
mode`les  simples  traitant uniquement les collisions entre inclusions au mode`les
plus complexes incluant par exemple les effets de lubrification. Le choix du mode`le
conditionne grandement les re´sultats de simulation obtenus, en particulier les vi-
tesses moyennes des particules ; une e´tude de sensibilite´ de ces re´sultats selon
plusieurs mode`les d’interaction est de´taille´e dans [Dance et al. (2004)].
Pour les simulations re´alise´es dans notre cadre d’e´tude, lorsque l’inertie du
fluide est importante, les trajectoires des bulles sont amene´es a` s’intersecter. La
me´thode ge´ne´rale de´veloppe´e doit donc eˆtre en mesure de ge´rer les e´ventuelles
collisions entre les bulles. La me´thode nume´rique traitant les collisions entre in-
clusions doit correspondre au mieux a` la physique des collisions entre bulles, ou
plus pre´cise´ment aux phe´nome`nes d’interaction intervenant lorsque deux bulles
se rapprochent. La ne´cessite´ de la mise en œuvre d’une me´thode de collision est
e´galement d’ordre nume´rique : il s’agit d’e´viter les phe´nome`nes d’agre´gation, i.e. le
recouvrement d’une meˆme cellule par deux interfaces de deux inclusions diffe´rentes.
Nous rappelons que les phe´nome`nes de coalescence sont proscrits et les bulles
inde´formables ; par conse´quent l’interaction par contact entre deux bulles se limite
a` un effet de rebond entre celles-ci apre`s collision. Une classification des mode`les de
collision selon deux cate´gories est propose´e dans [Corre et al. (2009)] : les mode`les
dits de soft-sphere (Figure 1.29) et les mode`les de sphe`re rigide (Figure 1.30).
Figure 1.29: Mode`le soft-sphere :
sphe`res en intersection se recouvrant
sur une distance D.
Figure 1.30: Mode`le de sphe`re rigide :
la distance de D est minimale lors du
contact entre les sphe`res.
Le mode`le soft-sphe`re admet l’interpe´ne´tration des sphe`res en collision. L’expres-
sion ge´ne´rale de la force interagissant sur les particules d’indices i et j s’e´crit :
−→
F i/j = −K ×D ×
−−−−→xbixbj
||−−−−→xbixbj||
avec D = ||−−−−→xbixbj|| − 2× R longueur de recouvrement et K constante de raideur
de la collision. La me´thode ge´ne´rale ne permet pas de ge´rer des recouvrements
de deux bulles, nous privile´gions donc une autre approche, la me´thode de sphe`re
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rigide.
L’hypothe`se d’inde´formabilite´ des inclusions de´finit la nature de l’interaction
entre les bulles. Lorsque des bulles se rapprochent, la pression dans le domaine
fluide confine´ entre les deux bulles augmente ; la contrainte exerce´e sur les bulles se
traduit par une de´formation de leur interface. En omettant les effets de de´formation,
les bulles sont simplement repousse´es l’une de l’autre. Les me´canismes de´terminant
ces changements de trajectoires sont mal maˆıtrise´s ; nous cherchons a` mode´liser une
approximation de cette tendance.
La me´thode d’interaction de type soft-sphere employe´e dans [Dance et al.
(2004)] est combine´e a` une augmentation artificielle du rayon r+∆x (Figure 1.31)
afin d’e´viter les recouvrements d’interfaces sur une meˆme cellule. Nous proposons
une me´thode de collision inspire´e de cette approche.
Figure 1.31: La bordure exte´rieure bleue est le cercle de rayon r+∆x. Le nouveau
point de collision entre les deux cercles assure un e´loignement relatif des interfaces
initiales.
Conside´rons deux bulles sphe´riques en collision respectivement de rayons r1 et r2,
de vitesses (avant collision) u1 = (ux1 ,uy1 ,uz1) et u2 = (ux2 ,uy2 ,uz2), de masse
m1 et m2. Notons u∗1 = (u∗x1 ,u∗y1 ,u∗z1) et u∗2 = (u∗x2 ,u∗y2 ,u∗z2) les vitesses de bulle
apre`s collision. Soit ~n = (nx, ny, nz) = xb2 − xb1/||xb2 − xb1|| le vecteur normal
au plan d’intersection des deux bulles. Dans un premier temps, la me´thode de re-
bond de´crit un choc e´lastique entre les bulles. En l’absence de forces tangentielles
s’exerc¸ant sur les bulles a` la collision (Figure 1.32), les composantes tangentielles
des vitesses restent inchange´es apre`s la collision. Les vitesses u∗1 et u∗2 sont e´tablies
a` partir des e´quations suivantes :
• conservation de la quantite´ de mouvement totale :
m1u1 +m2u2 = m1u∗1 +m2u∗2 (1.33)
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• conservation de l’e´nergie cine´tique totale :
1
2m1u1.u1 +
1
2m2u2.u2 =
1
2m1u
∗
1.u∗1 +
1
2m2u
∗
2.u∗2 (1.34)
Figure 1.32: Collision entre deux bulles sphe´riques. Seules les vitesses normales
(bleu) sont modifie´es lors de la collision.
Par de´veloppement de 1.33 et 1.34 :
u∗x1 = ux1 +
2m2
m1 +m2
(
(ux2 − ux1)nx + (uy2 − uy1)ny + (uz2 − uz1)nz
)
nx
u∗y1 = uy1 +
2m2
m1 +m2
(
(ux2 − ux1)nx + (uy2 − uy1)ny + (uz2 − uz1)nz
)
ny
u∗z1 = uz1 +
2m2
m1 +m2
(
(ux2 − ux1)nx + (uz2 − uz1)ny + (uz2 − uz1)nz
)
nz
(1.35)
u∗x2 = ux2 −
2m1
m1 +m2
(
(ux2 − ux1)nx + (uy2 − uy1)ny + (uz2 − uz1)nz
)
nx
u∗y2 = uy2 −
2m1
m1 +m2
(
(ux2 − ux1)nx + (uy2 − uy1)ny + (uz2 − uz1)nz
)
ny
u∗z2 = uz2 −
2m1
m1 +m2
(
(ux2 − ux1)nx + (uz2 − uy1)ny + (uz2 − uz1)nz
)
nz
(1.36)
Nous introduisons un parame`tre de restitution Rc pour pouvoir e´galement mode´liser
des chocs ine´lastiques, traduisant une dissipation d’e´nergie lors des collisions. Les
e´quations 1.35 et 1.36 sont alors reformule´es :
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u∗x1 = ux1 +
(1 + Rc)m2
m1 +m2
(
(ux2 − ux1)nx + (uy2 − uy1)ny + (uz2 − uz1)nz
)
nx
u∗y1 = uy1 +
(1 + Rc)m2
m1 +m2
(
(ux2 − ux1)nx + (uy2 − uy1)ny + (uz2 − uz1)nz
)
ny
u∗z1 = uz1 +
(1 + Rc)m2
m1 +m2
(
(ux2 − ux1)nx + (uz2 − uy1)ny + (uz2 − uz1)nz
)
nz
(1.37)
u∗x2 = ux2 −
(1 + Rc)m1
m1 +m2
(
(ux2 − ux1)nx + (uy2 − uy1)ny + (uz2 − uz1)nz
)
nx
u∗y2 = uy2 −
(1 + Rc)m1
m1 +m2
(
(ux2 − ux1)nx + (uy2 − uy1)ny + (uz2 − uz1)nz
)
ny
u∗z2 = uz2 −
(1 + Rc)m1
m1 +m2
(
(ux2 − ux1)nx + (uz2 − uy1)ny + (uz2 − uz1)nz
)
nz
(1.38)
Avec 0 ≤ Rc ≤ 1. Pour Rc = 1, on retrouve la formulation du choc e´lastique.
Pour des pas de temps relativement petits, et donc des amplitudes de de´place-
ment faibles des bulles, des proble`mes nume´riques lie´s aux recouvrement d’une
meˆme cellule par deux interfaces peuvent survenir. Sur une cellule donne´e, lorsque
deux interfaces sont tre`s proches, une erreur locale du calcul de la fraction volu-
mique totale (de´finie comme la somme des contributions de fractions volumiques
associe´e a` chaque bulle) peut causer C > 1. On note e´galement que le crite`re
de de´tection de collision entre les deux bulles peut ne pas eˆtre ve´rifie´ malgre´ la
re´alisation d’une collision, a` cause d’une estimation de la distance se´parant les
inclusions proche du ze´ro machine. De plus, la me´thode nume´rique ge´ne´rale ne
permet pas de traiter la pre´sence de deux interfaces dans une meˆme cellule. La
re-discre´tisation des diffe´rents ope´rateurs diffe´rentiels est base´e sur l’hypothe`se de
la pre´sence d’une seule bulle sur une maille. La pre´sence d’autres bulles dans une
meˆme maille supposerait a` priori l’utilisation des grandeurs ge´ome´triques propres
a` chaque inclusion (fraction volumique, fractions surfaciques, normale a` chaque in-
terface) dans la formulation des bilans. Nous souhaitons e´viter ces configurations
de quasi-contact entre les bulles ou plus largement les recouvrements de cellules
par deux interfaces ; nous comple´tons notre me´thode de collision en introduisant
un rayon artificiel rc = K × r. Pendant la simulation, les bulles sont ainsi mainte-
nues a` une distance minimale arbitrairement choisie (Figure 1.33).
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(a) (b)
Figure 1.33: Bulles en collision ; (a) collision classique ; (b) augmentation artifi-
cielle du rayon.
La distance de de´tection de collision s’e´crit donc d = ||−−−−→xbixbj|| − (rc1 + rc2)|| =
||−−−−→xbixbj|| −K(r1 + r2)||.
1.3.3.2 Traitement des collisions bulles-parois
En vue des applications finales, des conditions limites de type paroi ont e´te´
inte´gre´es a` la me´thode ge´ne´rale. Nous nous restreignons aux configurations de´crites
dans la Figure 1.34, dans lesquelles les parois ne s’opposent pas a` l’ascension des
bulles.
g
x
y
(a) (b)
Figure 1.34: Configurations e´tudie´es : (a) paroi late´rale gauche ; (b) parois sur
les bords late´raux.
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Dans ces configurations de simulation, il est ne´cessaire de pre´ciser le compor-
tement d’une bulle interagissant avec ce type de condition limite. La contrainte
principale est que l’interface liquide-bulles ne doit pas sortir du domaine de calcul.
De plus, ide´alement, la mode´lisation de l’interaction entre une bulle et la paroi
doit correspondre a` la  physique  de ce genre de phe´nome`ne. En particulier,
deux me´canismes sont a` l’œuvre : les effets de rebond sur la paroi, et la formation
d’une couche de lubrification entre la bulle et la paroi. Par simplification, seuls les
effets de rebond sont pris en compte.
L’interaction se de´compose en trois e´tapes : l’approche, le contact a` la paroi
et le rebond (Figure 1.35). Le mouvement des bulles d’air subissant une collision
avec une paroi rigide a` e´te´ l’objet d’e´tudes expe´rimentales [Zenit and Legendre
(2009)]. La donne´e d’inte´reˆt de l’e´tude, un parame`tre dit coefficient de restitution
, se de´finit comme :
 = −Udepart
U0
avec Udepart la vitesse a` laquelle la bulle perd le contact a` la paroi, et U0 la vi-
tesse mesure´e avant l’interaction avec la paroi. En particulier, l’e´tude e´tablit que
la de´pendance du coefficient de restitution  au nombre de Stokes est tre`s diffe´rente
si l’on conside`re des sphe`res rigides (au lieu des bulles). La complexite´ de ce
me´canisme de rebond est donc conside´rable, de´pendant a` la fois de la nature des
inclusions, mais e´galement des proprie´te´s du fluide et de la vitesse d’approche. De
plus, la de´formation des bulles pendant leur contact a` la paroi est un me´canisme es-
sentiel conditionnant la valeur de . Dans le cadre du de´veloppement de la me´thode
ge´ne´rale, du fait de l’hypothe`se d’inde´formabilite´ des bulles, il parait peu cohe´rent
d’utiliser un mode`le de rebond e´tabli dans un cadre d’e´tude diffe´rent de celui de´fini
pour nos simulations. Nous optons pour un mode`le de collision  simple  de type
choc e´lastique ( = 1). Ce choix s’ave`re plus en accord avec notre strate´gie de
simulation consistant a` approcher la dynamique complexe des bulles sphe´riques
faiblement de´forme´es par la dynamique des sphe`res rigides.
Conside´rons une bulle de vitesse ub = (ubx,uby) approchant la paroi verticale,
une collision e´tant de´tecte´e entre les temps t1 et t2 = t1 + ∆t, le temps auquel se
produit le contact est note´ tc avec t1 < tc < t2. La collision a` la paroi verticale
conduit a` une inversion (Figure 1.35) de la composante horizontale (normale a` la
paroi) de vitesse.
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Ubx
Uby
Uby
-Ubx
Uby
-Ubx
(a) (b) (c)
Figure 1.35: (a) phase d’approche de la bulle, (b) contact a` la paroi, (c) rebond
a` la paroi.
Le me´canisme approche-contact-rebond correspond au de´roulement des e´tapes sui-
vantes :
o de t1 a` tc, la bulle approche de la paroi a` une vitesse ub = (ubx,uby) ;
o a` tc, contact bulle-paroi, ub = (−ubx,uby) ;
o de tc a` t2 rebond de la bulle qui s’e´loigne de la paroi a` une vitesse ub =
(−ubx,uby)
1.3.4 Algorithme collisionnel ge´ne´ral
Une proble´matique re´currente survient lors de l’e´criture de l’algorithme colli-
sonnel pour la re´alisation de simulations d’e´coulements a` particules. Cette interro-
gation concerne l’approche a` privile´gier afin de proce´der a` une de´tection rigoureuse
et efficace des collisions lors des simulations. [Wunsch (2009)] rappelle la classifi-
cation des approches existantes divise´es selon deux cate´gories.
La premie`re cate´gorie englobe les algorithmes re´gis par le temps (algorithmes
Time Driven). Selon cette approche, chaque inclusion est de´place´e pour un meˆme
pas de temps ∆t. Une fois les inclusions de´place´es, un crite`re de recouvrement
est applique´ a` chaque paire de bulles pour de´tecter les e´ventuelles collisions. Les
chocs sont ainsi traite´s a` posteriori. A titre d’exemple, [Hopkins and Louge (1991)]
font usage de ce type d’algorithme pour la simulation d’e´coulements granulaires
bidimensionnels pour des disques ine´lastiques lisses (sans phe´nome`ne de friction).
Ces algorithmes, bien que simples a` imple´menter et relativement peu complexes,
pre´sentent des inconve´nients majeurs. Une premie`re contrainte impose que chaque
inclusion connait au plus une collision par pas de temps, crite`re n’e´tant pas tou-
jours garanti en pratique. De plus, ces approches n’assurent pas rigoureusement
le traitement de toutes les collisions pour des pas de temps e´leve´s : deux parti-
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cules peuvent avoir e´te´ en collision pendant l’ite´ration mais ne pas se retrouver en
recouvrement a` l’issue du pas de temps. Une autre contrainte apparait alors sur
le pas de temps, la formulation de cette contrainte, de´pendant de la physique du
proble`me, peut s’ave´rer fastidieuse.
La deuxie`me approche est base´e sur une gestion inte´grale des e´ve`nements (algo-
rithme Event Driven) selon leur ordre de succession chronologique. Cette me´thode
consiste a` traiter tous les e´ve´nements lie´s a` une collision (choc entre bulle, choc
aux limites du domaine...) comme une se´quence d’e´ve`nements ordonne´e dans le
temps. Le premier usage de cet algorithme [Alder and Wainwrigh (1959)] concer-
nait la simulation d’e´coulements granulaires pour un nombre mode´re´ de particules
(≤ 500). La premie`re formalisation de l’organisation d’un algorithme Event Driven
y est e´tablie. Elle correspond au processus re´cursif suivant :
1. A partir d’un temps de re´fe´rence tr, on de´termine le temps tc correspondant
au prochain e´ve´nement collisionnel.
2. Avance´e partielle des particules jusqu’a` t = tc.
3. Traitement de la collision.
4. Mise a` jour du temps de re´fe´rence tr = tc, Retour a` 1.
Dans le cadre du de´veloppement de notre me´thode ge´ne´rale, notre choix se porte
sur l’approche Event Driven. Bien que d’e´criture plus complexe que les algorithmes
Time Driven, cette approche exclut le recouvrement des bulles a` l’issue d’une
ite´ration (les recouvrements n’e´tant pas admis par la me´thode ge´ne´rale), et permet
de traiter l’inte´gralite´ des e´ve´nements collisionnels. Ces deux proprie´te´s essentielles
en font notre candidat de choix.
Notre choix est principalement de´termine´ par un besoin d’efficacite´ et de ri-
gueur dans le traitement des collisions, la me´thode ge´ne´rale n’admettant pas cer-
taines configurations (recouvrement), celles-ci pouvant mettre fin a` la simulation
de manie`re anticipe´e. Le couˆt en ressources de calcul est donc une proble´matique
secondaire au regard de nos besoins. Afin de de´terminer le temps tc de la pro-
chaine collision lors de l’e´tape 1., chaque paire (i, j) ∈ [1...Nb]2 de bulle est par-
courue pour de´terminer une e´ventuelle collision. Cette instruction est re´pe´te´e a`
chacune des Nc collisions. Le couˆt estime´ de l’algorithme est d’ordre O(NcN2b ).
D’apre`s [Sigurgeirsson et al. (2001)], l’optimum d’efficacite´ de l’algorithme est at-
teint pour Nb < 100, et meˆme pour des syste`mes plus larges en terme de parti-
cules, une chute des performances de l’algorithme n’est pas e´tablie. Les simula-
tions re´alise´es dans cette the`se font intervenir un nombre de particules relative-
ment mode´re´ (Nb < 1000), nous situant a` une limite acceptable de l’utilisation
de cet algorithme. Pour des applications impliquant un nombre de particules plus
conse´quent, des me´thodes d’optimisation des couˆts en ressources de calcul ont
e´te´ de´veloppe´es. Les pistes d’ame´lioration suivent deux axes majeurs. [Alder and
Wainwrigh (1959)] ont e´tabli que la plupart des collisions re´alise´es a` l’e´tape 1.
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pour deux ite´rations conse´cutives seront similaires. Dans un temps proche, il est
improbable qu’une collision ait une incidence sur d’autres collisions mettant en
sce`ne des particules relativement e´loigne´es. La sauvegarde des temps de collision
permettrait une ame´lioration certaine des temps de calcul. Seuls les temps de
collision des couples de particules concerne´es seront recalcule´s. La deuxie`me piste
d’ame´lioration de l’algorithme concerne l’introduction d’une grille de de´tection des
collisions [Alder and Wainwrigh (1959); Sigurgeirsson et al. (2001)]. La probabi-
lite´ d’une collision est plus importante pour des particules proches. Le principe
d’utilisation de la grille est la subdivision d’un domaine de calcul cubique en plu-
sieurs sous-domaines cubiques de petite taille, appele´s cellules de de´tection, chaque
particule e´tant associe´e de manie`re unique a` une cellule de de´tection donne´e. Le
crite`re de de´tection est e´value´ uniquement pour des particules contenues dans des
cellules voisines. La mise en œuvre de ces deux ame´liorations [Sigurgeirsson et al.
(2001)] permet une re´duction du couˆt en ressource de calcul de l’ordre O(NcN2b )
a` O(Nc log(Nb)).
Nous pre´sentons dans la section suivante l’algorithme ge´ne´ral de type  Event
Driven  de´veloppe´ dans NEPTUNE CFD pour traiter les aspects collisionnels de la
me´thode Lagrangienne. Nous rappelons que les chocs se traduisent par un chan-
gement de vitesse des bulles de´termine´ par la nature de la collision, bulle-bulle
(1.3.3.1) ou bulle-paroi (voir 1.3.3.2).
1.3.4.1 Algorithme collisionnel ge´ne´ral
Nous cherchons a` de´terminer la mise a` jour des positions des centres de masse des
bulles {xn+1b1 ,xn+1b2 , ...,xn+1bN } a` un temps de simulation tn+1 = tn + ∆t a` partir de
leurs positions {xnb1 ,xnb2 , ...,xnbN} au temps tn. L’avance´e des bulles est de´termine´e
par la relation 2.7.4 a` partir des vitesses {un+1b1 ,un+1b2 , ...,un+1bN }.
Lors de l’avance´e de la bulle, on de´nombre trois cas de figures : une collision
avec une autre bulle, une collision avec une paroi, une avance´e  simple  sans
collision ; chacun de ces e´ve´nements pouvant eˆtre re´alise´ plusieurs fois pour une
meˆme bulle entre tn et tn+1. L’algorithme collisionnel propose´ est base´ sur une
disjonction de l’ensemble des e´ve´nements intervenant entre tn et tn+1 selon leur
ordre de succession chronologique. Notons Nc le nombre d’e´ve´nements re´alise´s
entre tn et tn+1 lie´s a` une collision. Nous introduisons les temps tc1 , tc2 , ..., tNc
correspondant a` ces re´alisations et les pas de temps associe´s ∆t1,∆t2, ...,∆tNc+1
tels que :
∆tc1 = tc1 − tn,
∆tNc+1 = tn+1 − tNc ,
∆tci = tci − tci−1 2 ≤ i ≤ Nc
(1.39)
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L’algorithme collisionnel comprend les e´tapes suivantes :
E´tape 1 De´tection du temps tck de la prochaine collision.
E´tape 2 Avance´e partielle des bulles a` tck .
E´tape 3 Traitement de la prochaine collision.
E´tape 4 Retour a` l’e´tape 1. En cas d’absence de collision, fin de l’algo-
rithme.
Nous pre´sentons ci-dessous la suite d’instructions composant l’algorithme collision-
nel.
E´tape 1 : de´tection de la prochaine collision. Nous cherchons a` de´terminer
tck avec k ∈ [1...Nc] correspondant a` la re´alisation de la prochaine collision bulle-
bulle ou bulle-paroi a` partir d’un temps de re´fe´rence initialise´ a` tn. Le calcul de
tck (tc1 a` l’initialisation) diffe`re selon le type de collision :
Collision bulle-bulle (Figure 1.41). Nous de´terminons pour chaque paire
de bulles d’indices (i, j) ∈ [1...Nb]2 et de rayons (ri, rj) le temps t∗cij a` la
collision.
Figure 1.36: Avance´e d’une paire de bulle (i, j) jusqu’a` la collision.
La position de contact entre les bulles (Figure 1.36) se traduit par la rela-
tion :
||xbj(t∗cij)− xbi(t∗cij)|| − (ri + rj) = 0 (1.40)
D’apre`s la relation d’advection 2.7.4 :
xbi(t∗cij) = x
n
bi + t
∗
cij
un+1bi
xbj(t∗cij) = x
n
bj + t
∗
cij
un+1bj
(1.41)
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Nous introduisons ∆xnb = xnbj − xnbi et ∆un+1b = un+1bj − un+1bi . La relation
1.40 porte´e au carre´ et formule´e en utilisant les expressions des positions
xbi(t∗cij) et xbj(t∗cij) de 1.41 donne l’e´quation quadratique suivante :
t∗cij
2 ||∆un+1b ||+ 2 t∗cij ∆xnb∆un+1b + ||∆xnb||2v − (ri + rj)2 = 0. (1.42)
Le temps de collision t∗cij correspond au minimum des deux solutions posi-
tives de l’e´quation 1.43 s’il satisfait e´galement t∗cij ∈ [tn, tn+1]. Si l’e´quation
n’admet pas de solution re´elle positive, la paire de bulles d’indice (i, j) n’ad-
met pas de collision entre tn et tn+1 et t∗cij = +∞.
Le temps correspondant a` la re´alisation de la prochaine collision bulle-bulle
note´ t∗∗c est de´fini comme le minimum des temps de collision calcule´s pour
chaque paire de bulle :
t∗c = min(t∗cij)(i,j)∈[1...N ]2 (1.43)
Conditions limites de pe´riodicite´. En pre´sence de conditions limites de
pe´riodicite´, le crite`re de de´tection d’une collision entre deux bulles doit eˆtre
re´e´value´. Lorsque le centre de masse d’une bulle franchit ce type de condition
limite, elle est re´introduite dans le domaine selon la relation de pe´riodicite´
associe´e, et dans ce cas le crite`re de de´tection e´tabli pre´ce´demment reste
valable ; cependant lorsque l’interface d’une bulle franchit la limite du do-
maine sans que son centre de masse la franchisse, elle peut entrer en collision
avec une autre bulle qui ne se situe pas dans son voisinage proche (Figure
1.37). Afin de traiter toutes les collisions, il est ne´cessaire d’eˆtre en mesure
de de´tecter ce type de configuration.
Figure 1.37: Le crite`re de collision ne permet pas de de´tecter le recouvre-
ment des bulles a` t = tn+1 a` partir de leurs positions a` t = tn.
53
Chapitre 1. Caracte´risation de l’interface liquide-bulle et suivi
Lagrangien des bulles
Pour une paire de bulles d’indices (i, j) ∈ [1...Nb]2, nous cherchons a` de´ter-
miner la position effective de la bulleBi e´tablie par translation de pe´riodicite´.
Notons B′i la bulle occupant cette position xb′i = (x′bi , yb′i). La bulle B′i oc-
cupe une des positions suivantes :
xb′i = (x′bi , y
′
bi
) =

(xbi+−Lx, ybi+−Ly)
(xbi+−Lx, ybi )
(xbi , ybi+−Ly)
La position effective B′i est e´tablie en de´terminant la distance di′j minimale
se´parant les centres des bulles Bi et B′i (Figure 1.38). Une fois la position
xb′i de´termine´e, le crite`re de collision 1.43 est applique´ aux bulles Bi et Bj.
Figure 1.38: La position de la bulle en rouge minimise la distance di′j.
Collision bulle-paroi (Figure 1.40). Nous de´terminons pour chaque bulle
d’indice i ∈ [1...Nb] et de rayon ri le temps t∗∗ci a` la collision a` la paroi
(Figure 1.39).
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Figure 1.39: Avance´e d’une bulle jusqu’a` sa position de contact a` la paroi.
La position xnbi(t∗∗ci ) ve´rifie a` la collision :
xbi(t∗∗ci )− ri = xl (1.44)
D’apre`s la me´thode d’advection 2.7.4 :
xbi(t∗∗ci ) = x
n
bi + t
∗∗
ci
un+1bi
Finalement :
t∗∗ci =

xl − xnbi + ri
un+1b
si tn ≤ xl − x
n
bi + ri
un+1b
≤ tn+1
+∞ sinon
(1.45)
Le temps correspondant a` la re´alisation de la premie`re collision bulle-paroi
note´ t∗∗c est de´fini comme le minimum des temps de collisions calcule´s pour
chaque bulle :
t∗∗c = min(t∗∗ci )i∈[1...N ] (1.46)
E´tape 2 : avance´e partielle des bulles. Le temps tck est de´fini comme le
minimum des temps des collisions bulle-bulle et bulle-paroi :
tck = min(t∗c , t∗∗c )
Si une collision a` e´te´ de´tecte´e a` l’e´tape 1 (tck < ∞), chaque bulle d’indice i est
advecte´e dans le domaine pour un pas de temps ∆tck :
xbi(tck) = xbi(tn) + ∆tck un+1bi
Sinon il n’y a plus de collision a` traiter entre tck et tn+1, les bulles sont advecte´es
jusqu’au temps final de l’ite´ration :
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xbi(tn+1) = xbi(tn) + ∆tNc+1 un+1bi
E´tape 3 : traitement de la collision. Selon le type de collision a` l’œuvre, on
proce`de a` la mise a` jour des vitesses des bulles en collision dans le cas d’une col-
lision bulle-bulle (section 1.3.3.1) ou de la vitesse de la bulle dans le cas d’une
collision bulle-paroi (section 1.3.3.2).
E´tape 4 : retour a` l’E´tape 1. Le temps de re´fe´rence est actualise´ par le temps
actuel de collision tck . L’algorithme est re´pe´te´ jusqu’a` tck = tNc , c’est-a`-dire tant
qu’une collision est de´tecte´e a` l’e´tape 1 entre le temps de re´fe´rence tck et tn+1.
Les figures 1.40 et 1.41 illustrent le de´roulement des E´tapes 1 a` 4 pour une confi-
guration avec Nb = 5 et Nc = 2.
xb2(tn)
xbi(tn)xb3(tn)
xb1(tn)
xb4(tn)
xb5(tn)
(a) 
1
2
3
4
5
xb2(tc1) xbi(tn)xb3(tc1)
xb1(tc1)
xb4(tc1)
xb5(tc1)
1
2 3
4
5
(b) 
Figure 1.40: (a) La prochaine collision correspondant a` collision de la bulle 4 avec
la paroi a` tc1 est de´tecte´e. (b) Avance´e des bulles pour un pas de temps ∆tc1 . La
prochaine collision correspond a` la collision des bulles 1 et 2 a` tc2 .
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xb2(tc2)
xbi(tn)xb3(tc2)
xb1(tc2)
xb4(tc2)
xb5(tc2)
1
2 3
4
5
(c) 
xb2(tn+1)
xbi(tn)xb3(tn+1)
xb1(tn+1)
xb4(tn+1)
xb5(tn+1)
1
2 3 4
5
(d) 
Figure 1.41: (c) Avance´e d’une bulle pour un pas de temps ∆tc2 . Pas de collision
de´tecte´e entre tc2 et tn+1. (d) Avance´e des bulles pour un pas de temps ∆tNc+1 =
tn+1 − tNc .
1.3.4.2 Paralle´lisme du suivi Lagrangien
L’e´criture de l’algorithme collisionnel ge´ne´ral est principalement conditionne´
par l’organisation du paralle´lisme de la me´thode. Nous pre´cisons les choix d’imple´mentation
concernant le paralle´lisme du suivi des bulles dans le domaine de calcul.
Conside´rons une structure de Nb bulles de centres de masse {xb1,xb2, ...,xbNb}.
Le domaine de calcul initial Ω est divise´ en NP sous domaines avec Ω = Ω1 ∪Ω2 ∪
... ∪ ΩNP ; pour NP cœurs (ou unite´s de calcul) disponibles.
Ide´alement, pour une imple´mentation optimise´e de la me´thode, chaque proces-
sus d’indice p ∈ [1...NP ] associe´ a` chaque sous-domaine Ωp re´alise exclusivement le
suivi des bulles dont il contient le centre de masse (Figure 1.42). Chaque proces-
sus ne connaˆıt que les informations d’inte´reˆt (position, vitesse, rayon(s) et masse)
des bulles appartenant au sous-domaine associe´. Le traitement des collisions selon
cette approche requiert un e´change conse´quent d’informations entre les processus
afin de de´tecter les e´ventuelles collisions. De plus, une bulle peut eˆtre sujette a` plu-
sieurs collisions lors d’une meˆme ite´ration en temps, renforc¸ant conside´rablement
la complexite´ de l’imple´mentation d’une telle approche.
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Figure 1.42: Repre´sentation de Nb = 6 bulles, NP = 6. Chaque bulle est uni-
quement de´finie sur le domaine a` laquelle elle appartient. Les liaisons en poin-
tille´s de´signent les collisions potentielles entre bulles associe´es a` deux processus
diffe´rents.
Une autre approche plus simple repose sur l’utilisation d’une structure conte-
nant les informations d’inte´reˆt (position, vitesse, rayon(s) et masse) re´plique´e sur
chaque processus. Chaque inclusion est  vue  par chaque sous-domaine (Figure
1.43). En comparaison avec l’approche e´voque´e pre´ce´demment, cette me´thode en-
gendre un couˆt en espace me´moire supple´mentaire, chaque processus disposant
des informations relatives aux Nb bulles. Nous privile´gions cette approche car elle
simplifie la de´tection et donc le traitement des collisions. Un processus donne´
 voit  chaque bulle dans l’e´coulement.
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Figure 1.43: Repre´sentation de Nb = 6 bulles, NP = 6. Chaque processus
 voit  l’inte´gralite´ des bulles du domaine Ω. Les liaisons en pointille´s de´signent
les collisions potentielles entre bulles associe´es a` deux processus diffe´rents.
1.3.4.3 Validation de l’algorithme collisionnel ge´ne´ral
Nous cherchons a` valider l’imple´mentation de l’algorithme collisionnel ge´ne´ral.
L’e´tude porte exclusivement sur les aspects lagrangiens de la me´thode ; la re´solution
du champ fluide n’est donc pas d’inte´reˆt pour cette e´tude et les effets du fluide
sur les inclusions ne sont pas conside´re´s. En conse´quence le processus de valida-
tion de´crit par la suite est e´tabli pour tout maillage carte´sien de dimension de
maille choisie arbitrairement (toutefois choisie de manie`re a` e´viter des proble`mes
nume´riques e´vidents). Nous re´alisons la simulation du mouvement d’une popula-
tion de bulles affecte´es de vitesses ale´atoires dans un domaine cubique. Les condi-
tions limites aux frontie`res du domaine sont de type rebond aux parois ou de type
pe´riodicite´. Par ces simulations, nous souhaitons retrouver des re´sultats et ten-
dances statistiques e´tablis par la the´orie.
Nous introduisons les suites de variables ale´atoires (Xn)n≥1, (Yn)n≥1 et (Zn)n≥1
qui associent a` e´ve´nement collisionnel ω (collision bulle-bulle ou bulle-paroi) les
composantes respectives du vecteur vitesse d’une bulle a` l’issue de la collision :
Xn : ω → Xn(ω)
Yn : ω → Yn(ω)
Zn : ω → Zn(ω)
Conside´rons e´galement les sommes suivantes :
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Sn,x = X1 + X2 + ...+ Xn
Sn,y = Y1 + Y2 + ...+ Yn
Sn,z = Z1 + Z2 + ...+ Zn
La the´orie e´tablit que pour des chocs e´lastiques entre particules, les trois sommes
Sn,x, Sn,y et Sn,z suivent la meˆme distribution Gaussienne. Apre`s un nombre de
collisions conse´quent, la quantite´ de mouvement totale tend a` eˆtre distribue´e de
manie`re uniforme parmi les particules. Cette proprie´te´ est valable pour un domaine
 ouvert , i.e. dans lequel les particules n’interagissent pas avec les limites du do-
maine, configuration que nous assimilons a` un domaine totalement pe´riodique.
En pre´sence de parois, les sommes suivent e´galement une distribution gaussienne
identique si les interactions bulle-paroi sont de´termine´es par un mode`le de colli-
sion e´lastique. Nous cherchons a` e´tablir ces comportements par nos simulations
lagrangiennes, pour deux types de conditions limites du domaine diffe´rentes.
Nous pre´sentons la configuration initiale de simulation a` t = 0 commune aux deux
cas. Conside´rons une population mono-disperse de Nb = 64 bulles sphe´riques de
rayon r = 8mm re´parties de fac¸on homoge`ne dans un domaine cubique (Figure
1.44) de dimensions 1cm × 1cm × 1cm. Les vitesses de bulle {u0b1 ,u0b2 , ...,u0bNb}
sont initialise´es a` des vitesses ale´atoires comprises entre les bornes :
−3 ≤ u0bx ≤ +3 mm.s−1
−3 ≤ u0by ≤ +3 mm.s−1
−3 ≤ u0bz ≤ +3 mm.s−1
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Figure 1.44: Configuration initiale de simulation : re´partition homoge`ne des in-
clusions, Nb = 64.
L’analyse des distributions obtenues par ces simulations nous fournit le couple
(µ,σ). Nous comparons ces distributions aux densite´s de probabilite´ de la loi nor-
male donne´e par :
f(x) = 1
σ
√
(2pi)
e−
(x−µ)2
2σ
L’objet de cette comparaison est d’e´tablir si la loi normale N (µ, σ) est une bonne
approximation de la loi de chaque somme Sn,x, Sn,y et Sn,z lorsque n est grand.
Cas 1 : conditions aux limites pe´riodiques selon ~ex, ~ey et ~ez.
La premie`re simulation est re´alise´e dans un domaine pe´riodique (Figure 1.45),
les bulles sortant du domaine e´tant re´introduites selon une relation de pe´riodicite´
e´tablie entre les faces paralle`les du cube.
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Figure 1.45: Disposition des bulles dans le domaine pe´riodique a` Nc = 1250000.
Le pas de temps choisi est ∆t = 0.035s, ce qui correspond en moyenne a` la
re´alisation de trois collisions par ite´ration. La fonctionnalite´ de traitement chrono-
logique des collisions de l’algorithme Event Driven est donc effective. La simulation
est arreˆte´e lorsque le nombre de collisions atteint Nc = 1250000, garantissant la
convergence des suites ale´atoires vers des lois normales. Les distributions des com-
posantes du vecteur vitesse sont pre´sente´es sur la Figure 1.46.
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Figure 1.46: Comparaison des distributions des composantes des vitesses de bulle
et leur loi normale associe´e.
Les re´sultats obtenus montrent une correspondance entre les distributions des
sommes Sn,x, Sn,y et Sn,z associe´es aux composantes de vitesse et les gaussiennes
e´tablies a` partir des couples (µ,σ). Les variables ale´atoires Sn,x, Sn,y et Sn,z conver-
gent en loi vers des variables ale´atoires de lois normales :
Sn,x ∼ N (µ =−1.4× 10−3,σ = 0.176)
Sn,y ∼ N (µ =−2.3× 10−3,σ = 0.176)
Sn,z ∼ N (µ = 3.5× 10−3,σ = 0.176)
L’absence de direction privile´gie´e de de´placement des particules induit que les
gaussiennes sont en the´orie centre´es en 0. Les distributions gaussiennes obtenues
posse`dent le meˆme e´cart type σ = 0.176, et malgre´ un le´ger de´centrement (duˆ a` la
pre´cision de la machine) nous pouvons affirmer qu’elles sont toutes trois identiques.
Cas 2 : conditions aux limites pe´riodiques selon ~ex, et ~ez, condition de
paroi selon ~ey.
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Cette deuxie`me simulation est re´alise´e dans un domaine pe´riodique selon les direc-
tions ~ex et ~ez. Les deux faces du cube restantes sont affecte´es d’une condition de
type paroi (Figure 1.47) ; l’interaction des particules avec cette paroi correspond a`
un choc e´lastique.
Figure 1.47: Disposition des bulles dans le domaine pe´riodique a` Nc = 1250000.
Le pas de temps choisi est plus grand que celui de la simulation pre´ce´dente
∆t = 0.070s, les collisions bulles-paroi e´tant moins fre´quentes que les collisions
bulle-bulle. Nous cherchons en effet a` imposer un traitement par l’algorithme de
collisions multiples et de nature diffe´rente pendant une meˆme ite´ration en temps.
Pour une ite´ration, on de´nombre ainsi 6 collisions bulle-bulle pour une collision
bulle-paroi. Les statistiques sont extraites lorsque Nc = 1300000, les distributions
des composantes du vecteur vitesse sont pre´sente´es sur la Figure 1.48.
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Figure 1.48: Comparaison des distributions des composantes des vitesses de bulle
et leur loi normale associe´e.
Les conclusions sont les meˆmes que pour la simulation re´alise´e en totale pe´riodicite´.
Les variables ale´atoires Sn,x, Sn,y et Sn,z convergent en loi vers des variables ale´atoires
de lois normales :
Sn,x ∼ N (µ =−5.4× 10−4, σ = 0.167)
Sn,y ∼ N (µ =−6.6× 10−3, σ = 0.167)
Sn,z ∼ N (µ = 1.4× 10−3, σ = 0.167)
De nouveau, nous pouvons affirmer que les lois normales obtenues sont toutes trois
identiques.
1.4 Conclusions
Ce chapitre apporte deux e´le´ments essentiels a` la construction de la me´thode
nume´rique ge´ne´rale permettant a` terme des simulations comple`tes d’e´coulements
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liquide-bulles.
Le premier e´le´ment concerne les aspects de suivi et de re´pre´sentation de l’in-
terface sur une grille re´gulie`re eule´rienne. Le calcul des trois grandeurs locales
d’intereˆt y est de´taille´ : fractions volumiques, fractions surfaciques, normales a`
l’interface. Ces grandeurs ge´ome´triques font office de pre´-requis indispensable a`
des de´veloppements plus  nume´riques  de la me´thode, comme l’imposition de
la condition de glissement a` l’interface par une rediscre´tisation des ope´rateurs
diffe´rentiels des e´quations de Navier-Stokes, contenu de´veloppe´ dans le chapitre
suivant.
Le deuxie`me e´le´ment concerne les aspects lagrangiens de la me´thode ge´ne´rale.
La conception d’une me´thode comple`te oblige a` pre´ciser les modalite´s de de´placement
des inclusions, ainsi que leurs interactions e´ventuelles, soit entre elles, soit avec les
conditions limites choisies. Dans un souci relatif de simplicite´, une me´thode de choc
e´lastique est choisie pour traiter les collisions entre particules. Les interactions des
inclusions avec des conditions limites de type paroi ou de type pe´rdiodique ont e´te´
de´taille´es. Un algorithme Event-Driven a e´galement e´te´ pre´sente´, permettant un
traitement inte´gral et ordonne´ dans le temps des phe´nome`nes collisionnels entre
deux ite´rations successives lors des simulations. La convergence des vitesses de
particules vers des lois normales a e´te´ e´tablie, pour les deux types de conditions
limites retenues dans le cadre de cette the`se.
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Chapitre 2. Re´solution des e´quations de Navier-Stokes dans
NEPTUNE CFD et formulation du couplage liquide-bulles
2.1 Introduction
Cette section est de´die´e a` la description de la me´thode nume´rique de´veloppe´e
dans NEPTUNE CFD [Me´chitoua et al. 2003] pour la simulation d’e´coulements autour
d’obstacles sphe´riques en mouvement dans le fluide. Le code NEPTUNE CFD est prin-
cipalement utilise´ dans le cadre d’e´tudes lie´es a` des applications de suˆrete´ nucle´aire
telles que le choc thermique pressurise´ (Pressurised Thermal Shock, PTS) ou la
crise d’e´bullition (Departure from Nuclear Boiling, DNB). Ces proble´matiques
font intervenir des e´coulements multiphasiques, principalement des configurations
diphasiques de type eau-vapeur. Bien que formule´ dans un cadre multiphasique
ge´ne´ral, le code permet e´galement l’e´tude d’e´coulements monophasiques.
Dans un premier temps nous rappelons la formulation initiale et dans un cadre
ge´ne´ral les e´quations de conservation pour un fluide visqueux, incompressible avec
pre´sence d’un terme source. Afin de tenir compte de la pre´sence de bulles dans
le domaine de calcul, la formulation initiale de ces e´quations est ainsi modifie´e, le
nouveau formalisme ainsi e´tabli est de´crit comme  le proble`me pe´nalise´ . Le posi-
tionnement des variables d’usage dans le code NEPTUNE CFD est pre´sente´, ainsi que
l’algorithme ge´ne´ral de re´solution des e´quations de Navier-Stokes. Nous de´taillons
e´galement le traitement des conditions limites (pe´riodicite´ ou syme´trie) sur un do-
maine  simple  de type cubique.
Dans la section suivante, nous de´taillons l’ensemble des modifications mises en
œuvre dans l’algorithme ge´ne´ral sur les diffe´rents ope´rateurs afin d’imposer une
condition de glissement a` l’interface liquide bulle. Des modification supple´mentaires
d’ordre ge´ne´ral (non lie´es a` la condition de glissement) apporte´es a` la me´thode
sont e´galement pre´sente´es (re´gularisation de la pression a` l’inte´rieur des bulles,
re´gularisation des champs en pre´sence de conditions limites de pe´riodicite´).
Enfin, une formulation originale du couplage entre l’action du fluide sur les
bulles et le mouvement de celles-ci est propose´.
2.2 Formulation initiale des e´quations de conser-
vation
Les e´quations sont e´crites dans un repe`re absolu en coordonne´es carte´siennes
d’apre`s une description eule´rienne de l’e´coulement pour un fluide incompressible et
newtonien. Les deux e´quations qui re´gissent les grandeurs a` l’e´tude sont l’e´quation
de conservation de la masse et l’e´quation de quantite´ de mouvement.
L’e´quation de conservation de la masse pour le fluide s’e´crit :
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∂
∂t
(αfρf ) +
∂
∂xi
(αfρfui) = 0 (2.47)
avec αf , ρf , u, la fraction volumique fluide, la masse volumique du fluide et la
vitesse fluide.
Remarque 1. La formulation classique de l’e´quation de conservation de la masse
pour un e´coulement monophasique implique αf = 1. La pre´sence de la grandeur
αf dans cette e´quation est he´rite´e du formalisme diphasique initial employe´ dans
NEPTUNE CFD. Elle interviendra explicitement dans les sche´mas nume´riques (de´tails
dans les sections suivantes), d’ou` le choix de la faire figurer en tant que grandeur
continue dans la relation de divergence.
Remarque 2. La pre´sence e´ventuelle d’obstacles mobiles dans l’e´coulement (assi-
mile´s a` des bulles) suppose l’introduction d’une deuxie`me grandeur αb repre´sentant
la fraction volumique de l’obstacle (donc de la bulle) ; ces deux grandeurs sont lie´es
par la relation de consistance αf + αb = 1.
L’e´quation de quantite´ de mouvement pour la phase fluide est pre´sente´e sous sa
forme conservative :
∂
∂t
(αfρfui) +
∂
∂xj
(αfρfuiuj) =
∂
∂xj
(αfτf,ij)− αf ∂P
∂xi
+ Sfi + ρfgi (2.48)
avec P la pression fluide, g l’acce´le´ration due a` la gravite´, µf la viscosite´ dynamique
du fluide et :
. τf,ij = µf
(
∂ui
∂xj
+ ∂uj
∂xi
)
le tenseur des contraintes visqueuses ;
. Sf = Sf (αf ,u, P ), terme source de la phase fluide.
Les e´quations de quantite´ de mouvement sont re´solues dans NEPTUNE CFD sous
leur forme non conservative. Cette forme est obtenue en de´composant le terme
non-stationnaire selon l’e´quation de conservation de la masse.
αfρf
∂
∂t
ui − ui ∂
∂xj
(αfρfui) +
∂
∂xj
(αfρfuiuj) =
∂
∂xj
(τf,ij)− αf ∂P
∂xi
+ ρfgi + Sfi
(2.49)
2.3 Formulation du proble`me de pe´nalisation
Les e´quations de Navier-Stokes sont de´sormais formule´es sur Ω = Ωf ∪Σ∪Ωp,
Ωf de´signant le domaine fluide, Ωp le domaine pe´nalise´ et Σ l’interface se´parant
ces deux domaines (Figure 2.1).
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Figure 2.1: De´finition des sous-domaines de Ω sur la grille Eule´rienne et valeurs des
fonctions couleurs associe´es.
L’objet des me´thodes de pe´nalisation [Angot et al. (1999); Caltagirone and
Arquis (1984)] est d’imposer un comportement a` une inclusion du domaine via
un parame`tre de perme´abilite´ permettant ce controˆle. La vitesse lagrangienne des
bulles ub est introduite dans l’e´quation de quantite´ de mouvement par pe´nalisation
de la vitesse fluide u. Le terme de pe´nalisation apparaissant dans l’e´quation 2.48
peut eˆtre assimile´ a` un terme source :
Sf (αf ,u) = (1− αf )K(ub − u) = αbK(ub − u) (2.50)
K de´signant le parame`tre de pe´nalisation avec K = +∞ dans Ωb et K = 0 dans
Ωf , αb la fraction volumique de bulle, ub la vitesse lagrangienne de bulle et u la
vitesse fluide. Finalement 2.48 s’e´crit :
∂
∂t
(αfρfui) +
∂
∂xj
(αfρfuiuj) =
∂
∂xj
(τf,ij)− αf ∂P
∂xi
+ αbK(ubi − ui) (2.51)
Deux approches de pe´nalisation sont recense´es dans la litte´rature Angot et al.
(1999). La premie`re correspond a` une pe´nalisation de type L2 et induit une equa-
tion de Darcy dans l’objet pe´nalise´. La seconde correspond a` une pe´nalisation de
type H1 et induit une e´quation de Brinkman dans l’objet pe´nalise´. L’approche
retenue dans le cadre de cette the`se est une me´thode de pe´nalisation de type L2,
de ce fait, la formulation  pe´nalise´e  ne concerne pas l’e´quation de conservation
de masse 2.47. La modification du proble`me initial se re´sume a` l’ajout d’une terme
de pe´nalisation sur la vitesse fluide u.
2.4 Position des variables
Le choix de la position des variables sur un volume de controˆle ΩI est e´troitement
lie´ aux choix de discre´tisations effectue´s. Ce choix conditionne par exemple l’e´criture
des conditions aux limites ; la connaissance des variables aux limites du domaine
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n’est pas syste´matiquement assure´e. Le nombre de points ne´cessaire a` une in-
terpolation est e´galement conditionne´ par ce choix. Le code NEPTUNE CFD a e´te´
de´veloppe´ en vue d’utilisation exclusive de maillages colocalise´s. Les variables de
vitesse fluide u et de pression fluide P sont positionne´es aux centres des mailles.
Figure 2.2: Positionnement des variables sur un volume de controˆle ΩI d’un maillage
colocalise´.
2.5 Le solveur de NEPTUNE CFD
Cette section est de´die´e a` la pre´sentation de l’algorithme nume´rique utilise´
dans NEPTUNE CFD pour re´soudre les e´quations 2.47 par une me´thode de volumes
finis. On se base sur une me´thode a` pas fractionnaires qui requiert l’utilisation
de solveurs line´aires. Dans le cadre de simulation d’e´coulement diphasiques, cet
algorithme nomme´  alpha-pressure-energy cycle  (α − P − H) a pour inte´reˆt
d’assurer la conservativite´ de la masse et de l’e´nergie et permet un couplage fort
des termes de transfert interfacial. Cet algorithme est compressible au sens ou` il
permet des variations de densite´ en fonction de l’enthalpie et de la pression.
La pre´sentation de l’algorithme est restreinte a` notre champ d’inte´reˆt : la
discre´tisation des termes sources de transfert interfacial et de l’e´quation d’e´nergie
ne sera pas de´taille´e. Nous nous centrons sur la me´thode nume´rique permettant de
simuler un e´coulement monophasique avec un apport a` l’e´coulement par un terme
source.
L’algorithme a` pas fractionnaires est de type pre´dicteur en vitesse et correc-
teur en pression d’une pre´cision O(∆t). L’algorithme ne re´sout pas directement les
e´quations d’Euler dans leur forme conservative, mais essaie d’atteindre la conser-
vativite´ de manie`re ite´rative. Ce processus ite´ratif permet le couplage de la vitesse,
de la pression afin d’atteindre la consistance et assurer une re´solution implicite.
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2.6 Conditions limites
Plusieurs types de conditions aux limites sont a` l’œuvre dans les simulations
re´alise´es dans le cadre de cette the`se : les conditions classiques d’entre´e/sortie,
des conditions de syme´trie impose´es a` une interface dans le cadre du processus
de validation de la me´thode ou une condition de pe´riodicite´ pour la simulation
d’e´coulement liquide-bulle.
2.6.1 Conditions d’entre´e/sortie
La condition d’entre´e correspond a` une condition de Dirichlet sur la vitesse
qui est tre`s fre´quemment connue car impose´e. Des conditions plus faibles sont
impose´es en sortie pour les variables du proble`me, une connaissance de la valeur
des grandeurs en sortie du domaine est assez rare. Dans le code NEPTUNE CFD cette
condition est de type Dirichlet et porte sur la pression.
2.6.2 Conditions de syme´trie
Dans le cadre de nos simulations, ce type de condition correspond exclusivement
au cas ou` l’axe est le lieu d’une syme´trie pour l’e´coulement. Les vitesses normales
de´finies sur ces frontie`res sont nulles.
2.6.3 Conditions de pe´riodicite´
Les simulations  comple`tes  liquide-bulles re´alise´es dans le cadre de cette
the`se font syste´matiquement intervenir des conditions de pe´riodicite´ dans la di-
rection d’ascension des bulles. Les bulles sortant du domaine par une frontie`re
sont re´injecte´es a` travers l’autre frontie`re lie´e par une relation de pe´riodicite´.
Ge´ne´ralement, ce choix se justifie lorsque l’e´coulement se renferme sur lui-meˆme
(canal annulaire), ou lorsqu’une restriction du domaine calcul est adapte´e pour la
re´alisation de l’e´tude, ce qui est le cas pour les simulations vise´es dans le cadre de
cette the`se. Formellement, pour le champ fluide, la pe´riodicite´ correspond a` une
e´galite´ des vitesses aux frontie`res lie´es par cette condition.
2.7 Condition de glissement a` l’interface
2.7.1 Formalisme de discre´tisation
Afin de traiter la pre´sence de bulles en mouvement dans l’e´coulement, la discre´-
tisation des diffe´rents ope´rateurs diffe´rentiels de Navier-Stokes doit eˆtre adapte´e.
La discre´tisation originelle telle qu’imple´mente´e dans NEPTUNE CFD ne garantit pas
la condition de glissement a` l’interface. Formellement, la condition de glissement
pour une interface immobile s’e´crit :
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(a) u ·n = 0, (b) (τf )T = 0 (2.52)
avec n la normale a` l’interface et (τf )T de´finie comme la composante tangentielle
de la contrainte de cisaillement (τf ).
Dans les sections suivantes, nous de´taillons la modification des e´le´ments suivants :
- formulation de la divergence (section 2.7.2) ;
- calcul des flux de masse (section 2.7.3) ;
- calcul des flux visqueux (section 2.7.4) ;
- calcul du gradient de pression (section 2.7.5).
L’algorithme ge´ne´ral imple´mente´ dans NEPTUNE CFD est base´ sur l’utilisation de
sche´mas de type Volumes Finis colocalise´s. Les vitesses et pressions sont localise´es
au centre des cellules. Nous de´taillons dans la figure ci-dessous (Figure 2.3) la po-
sition de chaque variable d’inte´reˆt ; nous introduisons les notations suivantes pour
un volume de re´fe´rence ΩI . Dans un souci de simplicite´, la figure est pre´sente´e
dans une repre´sentation bidimensionnelle.
• VI={ΩW , ΩN , ΩE, ΩS} (directions ouest, nord, est et sud), le voisinage ΩI ;
les centre cellules correspondants {xW , xN , xE, xS} ;
• les vitesses utilise´es pour le calcul des flux de masse uIP ,P∈VI ;
• les normales aux faces nIP ,P∈VI ;
• (uI , PI) la pression et la vitesse dans ΩI .
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Figure 2.3: Localisation des variables sur la cellule ΩI .
2.7.2 Formulation de la divergence
L’e´coulement est suppose´ incompressible. Dans un volume donne´ traverse´ par
l’interface, la contrainte de divergence nulle doit eˆtre ve´rifie´e. La discre´tisation
initiale de la divergence dans NEPTUNE CFD sur une cellule donne´e ΩI est e´tablie
comme :
ρfΩI
αn+1I − αnI
∆t + ρf
∑
J∈VI
αIJuIJ .nIJ = 0 (2.53)
avec VI ∈ VI les fractions surfaciques aux faces. Le terme instationnaire ρf α
n+1
I −αnI
∆t
est he´rite´ du formalisme multiphasique de
NEPTUNE CFD. La modification concerne le terme ρf
∑
J∈VI αIJuIJ .nIJ ; en conside´rant
la re´e´valuation du volume ΩI comme de´crit dans la (Figure 2.4), la contribution
de la vitesse de l’objet pe´nalise´ ub est ajoute´e au bilan de masse globale. A partir
de la relation triviale liant les normales a` chaque face, et faisant intervenir les
fractions surfaciques, la normale a` l’interface est calcule´e selon la relation :∑
J∈VI
αIJnIJ = −np (2.54)
L’ajout de la nouvelle contribution au bilan total conduit a` la formulation suivante :
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ρfΩI
αn+1I − αnI
∆t + ρf
∑
J∈VI
αIJuIJ .nIJ + ρfub.np = 0 (2.55)
Figure 2.4: Passage de (a) a` (b) : pseudo-re´e´valuation de la forme d’une cellule
traverse´e par l’interface conduisant a` la nouvelle formulation de la contrainte de
divergence.
Ce processus nume´rique peut-eˆtre assimile´ a` une pseudo-re´e´valuation des cellules
traverse´es par l’interface par l’ajout d’une nouvelle face de´finie comme un e´le´ment
de l’interface liquide-bulle dans la cellule.
2.7.3 Calcul des flux de masse
Nous de´taillons dans cette section le me´thode de calcul des vitesses aux faces
utilise´es pour le calcul des flux de masse. La formulation propose´e a e´te´ e´tablie afin
de prendre en compte la pre´sence de l’interface, et e´galement en vue d’eˆtre adapte´e
a` la dynamique de l’objet pe´nalise´ en mouvement dans le fluide. Conside´rons deux
cellules ΩI et ΩJ , ΩJ e´tant pe´nalise´e. Le centre de la face joignant les deux cellules
est note´ xF , dans un souci de simplicite´ nous introduisons e´galement la notation
uF = uIJ . La formulation originale he´rite´e de NEPTUNE CFD e´tablit le calcul de la
vitesse a` la face selon la relation :
uIJ − uI
d(xI , xF )
= uJ − uIJ
d(xJ , xF )
avec d(xI , xF ) et d(xJ , xF ) e´tant respectivement les distances entre xI , xF et xJ ,
xF . En admettant que d(xI , xF ) = d(xJ , xF ), on a :
uIJ =
uI + uJ
2
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Figure 2.5: E´tant donne´ la position du centre de masse xF dans le domaine
pe´nalise´, une vitesse non-nulle ne peut eˆtre calcule´e a` cette position. Une croix
orange est situe´e sur le vecteur tel qu’il devrait eˆtre de´fini a` la face).
Figure 2.6: Calcul de la vitesse au sommet xV .
Cette formulation n’est plus adapte´e lorsque deux cellules partageant une face
commune sont pe´nalise´es mais ne sont pas totalement incluses dans le domaine
de bulle, entraˆınant une vitesse a` la face nulle, indiquant ainsi  la mauvaise di-
rection  pour le fluide. Pour e´viter ce proble`me, nous introduisons une nouvelle
connectivite´ de type sommet-cellule a` NEPTUNE CFD. Nous introduisons l’ensemble
Np(V ) de´fini comme l’ensemble des cellules voisines non pe´nalise´es d’un sommet
donne´ note´ xV . Les vitesses sont calcule´es sur chaque sommet xV (Figure 2.6)
comme la vitesse moyenne des cellules voisines non pe´nalise´es :
UV =
∑
q∈Np(V ) d(xV , xq)uq∑
q∈Np(V ) d(xV , xq)
Nous introduisons l’ensemble Vp(F ) contenant les sommets voisins non-pe´nalise´s
sur une face donne´e de centre xF . Les deux configurations existantes, dans une
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repre´sentation bidimensionnelle sont montre´es dans la Figure 2.7. Finalement, le
calcul de uIJ s’e´crit simplement comme la somme des vitesses aux nœuds voisins
non pe´nalise´s :
uIJ =
1
|Vp(F )|
∑
v∈Vp(F )
uv
avec |Vp(F )| le nombre d’e´le´ments de l’ensemble Vp(F ).
Figure 2.7: Calcul des flux de masse a` partir des vitesses aux sommets. Les
vitesses intervenant dans le calcul sont entoure´es en orange ; (a) deux sommets
non-pe´nalise´s, (b) un sommet unique non-pe´nalise´.
2.7.4 Calcul des flux visqueux
Nous de´taillons le calcul des vitesses aux faces utilise´es pour le calcul des flux
diffusifs entre deux cellues ΩI and ΩJ , dont une des deux est pe´nalise´e (cellule ΩJ).
La cellule ΩJ est traverse´e par l’interface ; a` partir des fractions surfaciques nous
rappelons que la normale a` l’interface est de´termine´e par (2.54). Ainsi le vecteur
tangent a` l’interface est trivialement obtenu. Le calcul dans sa formulation initiale
dans NEPTUNE CFD des vitesses de diffusion aux faces note´es uD,IJ est le suivant :
uD,IJ = µI
uJ − uI
d(xI , xJ)
avec d(xI , xJ) la distance entre les centres des cellules. Cette formulation ne per-
met pas de traiter la pre´sence de l’interface, et la condition de glissement n’est pas
assure´e a` l’interface.
Nous introduisons uΣ, de´finie comme la vitesse a` l’interface, calcule´e a` partir des
deux contributions suivantes :
• la projection de la vitesse fluide uI sur Σ correspondant a` la composante
tangentielle (uI)t ;
• la contribution normale de vitesse de la cellule uJ du fait du de´placement
normal de l’interface, (uJ)n.
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La vitesse a` l’interface s’e´crit donc comme la somme de ces deux contributions :
uΣ = (uI)t + (uJ)n
Au lieu d’utiliser la vitesse de la cellule uJ , nous proposons une me´thode base´e sur
l’utilisation de uΣ, signifiant que la condition de glissement est traite´e implicite-
ment (Figure 2.8).
Finalement :
uD,IJ = µI
uΣ − uI
d(xI ,Σ)
avec d(xI ,Σ) la distance entre xI et l’interface Σ calcule´e a` partir de la repre´sentation
analytique de Σ.
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Figure 2.8: Calcul de la vitesse de diffusion entre les cellules ΩI et ΩJ .
(a) La vitesse tangentielle a` l’interface (rouge) est obtenue par projection de la vi-
tesse fluide sur l’interface Σ, le de´placement normal de l’interface (bleu) est donne´
par la vitesse de la cellule pe´nalise´e.
(b) La vitesse a` l’interface uΣ (magenta) est ensuite calcule´e a` partir de ces com-
posantes ; la vitesse a` la face uD,IJ (orange) est ensuite calcule´e a` partir de uI et
uΣ.
2.7.5 Correction du gradient de pression
Initialement, dans NEPTUNE CFD, l’inte´grale du gradient de pression est calcule´e
sur un volume de controˆle ΩI comme la somme des pressions de´finies aux faces
multiplie´es par les vecteurs surfaces.∫
ΩI
∇PdΩ = ∑
J∈VI
PIJnIJ
Pour des conditions de type glissement a` l’interface, on impose une condition de
Neumann homoge`ne sur la pression. Afin d’assurer un gradient nul dans la di-
rection orthogonale a` l’interface, l’approximation consiste a` imposer la pression a`
l’interface e´gale a` la pression au centre de la maille PI . Pour cela, on introduit une
face supple´mentaire (5e`me face en 2D, 7e`me face en 3D) qui repre´sente l’interface
entre les deux domaines, comme illustre´ sur la Figure 2.9.
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PI
Figure 2.9: Reconstruction du gradient de pression sur la maille fluide I.
On rappelle que αIJ ,J∈VI est la fraction surfacique fluide de la face joignant les
mailles I et J. Finalement, l’inte´grale du gradient de pression reconstruit s’e´crit :∫
ΩI
∇PdΩ = ∑
J∈VI
PIJαIJnIJ + PInp
2.8 Modifications supple´mentaires apporte´es a`
la me´thode ge´ne´rale
2.8.1 Re´gularisation de la pression dans le domaine pe´nalise´
Le traitement nume´rique du terme de pe´nalisation sur la vitesse fluide K(ub−
u) dans les bulles a pour conse´quence d’imposer des valeurs non-physiques au
champ de pression interne a` la bulle. Lorsqu’un objet pe´nalise´ est en mis en mou-
vement dans le fluide, des instabilite´s nume´riques peuvent apparaˆıtre par  conta-
mination  du champ de pression interne vers le champ de vitesse. Afin d’e´viter
ces instabilite´s lors de la simulation, et de manie`re ge´ne´rale en vue d’e´tablir un
controˆle du champ de pression interne aux bulles en mouvement, le champ de
pression est re´gularise´ a` l’inte´rieur de la bulle par diffusion des valeurs du champ
de pression des cellules non-pe´nalise´es contenant l’interface associe´e a` une bulle
donne´e, i.e les cellules fluides limitrophes. Ceci est re´alise´ par re´solution d’une
e´quation de diffusion sur P dans Ωp avec conditions aux limites de Dirichlet PΣ, la
condition limite e´tant e´tablie par se´lection des valeurs de la pression aux cellules
non-pe´nalise´es contenant l’interface. La re´gularisation de la pression est re´alise´e
par re´solution du syste`me suivant :
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{
∆P = 0 in Ωp
P (x) = PΣ,∀x ∈ ∂Ωp
(2.56)
db (mm) ρf (kg.m−3) µf (Pas) tf (s) ub (m/s) Re
1.0 1000 0.01 0.2 0.1 10
Table 2.10: Parame`tres nume´riques de simulation.
L’effet de la re´gularisation de la pression est illustre´ sur la Figure 2.10 : une
bulle 2D est en mouvement uniforme (ub = 0.1m/s) dans un fluide au repos pour
Re = 10 ; la domaine de calcul est pe´riodique dans chaque direction. Les re´sultats
sont montre´s pour tf = 0.2s quand l’e´coulement autour de la bulle est stabilise´.
Les parame`tres nume´riques sont reporte´s sur la Table 2.10.
Figure 2.10: Bulle en translation dans un fluide au repos pour Re = 10. (Gauche)
champ de pression non-re´gularise´ ; (droite) diffusion de la pression autour de la
bulle vers l’inte´rieur de la bulle.
2.8.2 Re´gularisation des champs de vitesse et de pression
en pre´sence de conditions aux limites pe´riodiques
En pre´sence de conditions limites pe´riodiques dans la direction verticale d’ascen-
sion des bulles, les valeurs du champ de vitesse (composante verticale) et de pres-
sion dans le domaine apre`s chaque ite´ration en temps sont re´gularise´es pour les
maintenir entre des bornes  physiques  acceptables. Conside´rons un domaine de
N mailles. Nous introduisons les moyennes suivantes :
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Pmoy =
∑N
i=1 αf iPi∑N
i=1 αf i
uz,moy =
∑N
i=1 αf iuzi∑N
i=1 αf i
(2.57)
Pmoy e´tant de´fini comme la valeur moyenne du champ de pression ponde´re´e par
les fractions fluides αf i, uz,moy e´tant de´fini comme la valeur moyenne de la vitesse
verticale e´galement ponde´re´e par les fractions fluides. A l’issue d’une ite´ration en
temps, apre`s calcul des champs de vitesse et de pression, nous proce´dons a` la mise
a jour suivante de ces champs note´s P ∗ et u∗z :
P ∗ = P − Pmoy
u∗z = uz − uz,moy
(2.58)
2.9 Formulation du couplage liquide-bulles
2.9.1 Position du proble`me
A` ce stade, la me´thode nume´rique permet le suivi Lagrangien des bulles dans
l’e´coulement par une me´thode de pe´nalisation ; de plus la re´solution des e´quations
de Navier-Stokes  pe´nalise´es  a` e´te´ e´tablie pour l’e´coulement d’un fluide autour
de bulles sphe´riques en mouvement dans le domaine de calcul. S’impose alors la
ne´cessite´ de compe´ter l’outil de simulation en inte´grant le me´canisme de mouve-
ment des bulles sous l’action du fluide. L’objet de la pre´sente section est d’e´tablir
formellement une relation gouvernant le de´placement des bulles. Deux approches
sont pre´sente´es, base´es toutes deux sur une utilisation des e´quations pe´nalise´es.
2.9.2 Version 1 - Version initiale
Pour un fluide visqueux, incompressible, nous rappelons les e´quations de Navier-
Stokes formule´es sur Ω = Ωf ∪ Σ ∪ Ωp, Ωf de´signant le domaine fluide, Ωp le do-
maine pe´nalise´ et Σ l’interface se´parant ces deux domaines. L’e´quation de quantite´
de mouvement contient le terme de pe´nalisation :
ρf
(
∂u
∂t
+ u.∇u
)
= −∇p+ µ∇2u +K(ub − u)
div u = 0
avec :
K(x, t) =
{∞ x ∈ Ωp
0 x ∈ Ωf
(2.59)
La fonction K constante par morceaux est homoge`ne au rapport d’une masse
volumique sur un temps. Nous choisissons de la mode´liser par :
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K = ρb
τ
(2.60)
avec ρb masse volumique constante dans le domaine pe´nalise´, τ parame`tre de
pe´nalisation de´fini par :
τ =
{∞ x ∈ Ωp
0 x ∈ Ωf
(2.61)
Pour de´terminer les forces hydrodynamiques agissant sur une bulle donne´e, on
inte`gre le tenseur des contraintes σ sur la surface de la bulle. Pour un fluide New-
tonien, visqueux, incompressible :
σ = −pI + µ(∇u +∇uT )
On reformule l’e´quation de quantite´ de mouvement d’apre`s la relation :
div σ = −∇p+ ν∇2u
On a alors :
ρf
Du
Dt
= div σ + ρb
(ub − u)
τ
(2.62)
Cette e´quation contient la vitesse de la bulle, mais ne de´crit que le mouve-
ment de la phase liquide. Pour re´aliser notre couplage liquide-bulle, on exprime
les forces hydrodynamiques s’exerc¸ant sur une bulle comme l’inte´grale du tenseur
des contraintes sur la surface de cette bulle. On note Fb la re´sultante des forces
hydrodynamiques s’exerc¸ant sur une bulle donne´e :
Fb =
∮
∂Ω
σ.n ds (2.63)
On se donne alors un volume correspondant au domaine occupe´ par la bulle Ωb et
on obtient alors l’expression d’une force volumique a` partir d’une force surfacique :
Fb =
∮
∂Ωb
σ.n ds =
∫
Ωb
div σ dΩ (2.64)
Remarque. L’inte´grale surfacique 2.63 s’exprime en fonction des pression et vi-
tesses fluides. L’inte´grale volumique 2.64 s’exprime en fonction de la valeur des
champs de vitesse et de pression dans le domaine occupe´ par la bulle Ωb. Le passage
d’une inte´grale a` une autre se justifie par la relation de pe´nalisation (ub − u)/τ
qui impose que la vitesse lagrangienne de bulle est assimile´e a` la vitesse du fluide
dans le domaine que la bulle occupe, la relation de pe´nalisation devenant dans Ωb :
ub − u = 0.
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Le mouvement de la bulle est re´gi par somme de la re´sultante des forces hydrody-
namiques et le poids de la bulle :
ρbΩb
Dub
Dt
= Fb + Ωbρbg (2.65)
En revenant a` l’e´quation 2.64 on a :
Fb =
∫
Ωb
div σ dΩ =
∫
Ωb
(
ρf
Du
Dt
− ρb (ub − u)
τ
)
dΩ
L’e´quation de´crivant le mouvement de la bulle s’e´crit finalement :
ρbΩb
Dub
Dt
=
∫
Ωb
(
ρf
Du
Dt
− ρb (ub − u)
τ
)
dΩ + Ωb(ρb − ρf )g
A` ce stade, nous disposons donc de deux e´quations couple´es de´crivant le mouve-
ment de la phase liquide et des bulles :
ρf
Du
Dt
= −∇p+ µ∇2u + ρb (ub − u)
τ
(2.66)
ρbΩb
Dub
Dt
=
∫
Ωb
(
ρf
Du
Dt
− ρb (ub − u)
τ
)
dΩ + Ωb(ρb − ρf )g (2.67)
La premie`re e´quation re´git le mouvement du fluide autour des bulles, la deu-
xie`me e´quation correspond a` la formulation du mouvement des bulles dans le
fluide. Le mouvement de la bulle est de´termine´ par une inte´grale sur les vitesses
fluides. Afin d’e´tablir la formulation discre`te de ces relations, nous introduisons
l’ensemble des indices de mailles Ib contenues ou traverse´es par l’interface. Le cal-
cul de l’inte´grale s’e´crit :
∫
Ωb
(
ρf
Du
Dt
− ρb (ub − u)
τ
g
)
dΩ =
∑
i∈Ib
∫
ΩI
(
ρf
Du
Dt
− ρb (ub − u)
τ
g
)
dΩ
Nous cherchons a` e´tablir une approximation de cette inte´grale. La formulation
du proble`me de pe´nalisation nous impose d’utiliser exclusivement les grandeurs
e´value´es dans les mailles pe´nalise´es, c’est a` dire les mailles  internes  a` la bulle.
On introduit un deuxie`me ensemble Ip tel que Ip ⊂ Ib, de´fini comme l’ensemble
des indices des mailles pe´nalise´es. L’inte´grale est alors approche´e de la manie`re
suivante :
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∑
i∈Ib
∫
ΩI
(
ρf
Du
Dt
− ρb (ub − u)
τ
)
dΩ
'∑i∈Ip
∫
ΩI
(
ρf
Du
Dt
− ρb (ub − u)
τ
)
dΩ
'∑i∈Ip αIΩI
ρf un+1I − unI∆t + ρf ∑J∈VI unIJ(unIJ .nIJ)− ρb
(un+1b − un+1I )
τ

On de´finit alors les moyennes suivantes :
1
Ωb
∑
i∈Ip αIΩIu
n
I = u¯n et
1
Ωb
∑
i∈Ip αIΩIu
n
I = u¯n+1
Par retour a` l’e´quation 2.67, on a :
ρbΩb
un+1b − unb
∆t =Ωb
ρf u¯n+1 − u¯n∆t + ρf ∑i∈Ip αIΩI ∑J∈VI unIJ(unIJ .nIJ)− ρb
(un+1b − u¯n+1)
τ

+ (ρb − ρf ) Ωbg
A` partir de la relation pre´ce´dente, on formule le terme de pe´nalisation de manie`re
implicite :
ρb
un+1b − u¯n+1
τ
= ρb
τ + ∆t(u
n
b − u¯n+1) +
ρf∆t
τ + ∆t(
u¯n+1 − u¯n
∆t +
∑
i∈Ip αIΩI
∑
J∈VI
unIJ(unIJ .nIJ))
+ (ρb − ρf )∆t
τ + ∆t g
Cette expression est ensuite re´introduite dans l’e´quation du fluide 2.66 afin de
re´aliser le couplage avec l’hypothe`se :
∀ I ∈ Ip, unI ' u¯n et unI ' u¯n+1
Pour une maille I contenue dans la bulle on a :
ρf
un+1I − unI
∆t + ρf
∑
J∈VI
unIJ(unIJ .nIJ) =
− (∇p)I + µ(∇2u)I
+ ρb
τ + ∆t(u
n
b − un+1I ) +
ρf∆t
τ + ∆t(
un+1I − unI
∆t +
∑
i∈Ip αIΩI
∑
J∈VI
unIJ(unIJ .nIJ))
+ (ρb − ρf )∆t
τ + ∆t g
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En ne´gligeant les gradients de vitesse de´finis entre deux mailles pe´nalise´es on ob-
tient :
ρf (1− ∆t
τ + ∆t)
un+1I − unI
∆t =− (∇p)I + µ(∇
2u)I
+ ρb
τ + ∆t(u
n
b − un+1I )
+ (ρb − ρf )∆t
τ + ∆t g
Une fois les e´quations de Navier-Stokes re´solues sur le domaine fluide, on dispose
de un+1 et on peut alors mettre a` jour la vitesse de la bulle.
2.9.3 Version 2 - Formalisme diphasique
Nous pre´sentons une approche alternative pour la re´alisation du couplage entre
le liquide et les bulles. Au lieu de de´veloppements successifs de l’e´quation de
pe´nalisation 2.51, cette approche diffe´rente se base sur un formalisme similaire
au cadre diphasique ge´ne´ral, dans lequel une e´quation de quantite´ de mouvement
associe´e a` chaque phase est ponde´re´e par les fractions volumiques (αf , αb) respec-
tivement pour la phase liquide et la phase associe´e a` la bulle. Ce formalisme inclut
e´galement l’utilisation des densite´s (ρf , ρb) et des vitesses associe´es a` chaque phase
(uf , ub).
Les vitesses de bulle ub et fluide uf apparaissant dans le terme de pe´nalisation
sont choisies au temps tn+1 pour un couplage plus stable entre la vitesse des bulles
et l’action hydrodynamique du fluide sur celles-ci ; ceci conduit a` une formulation
implicite du syste`me de couplage.
Il s’agit d’exprimer le terme de couplage αbρb
un+1
b
−un+1
f
τ
implicitement, a` partir de
la vitesse fluide aux temps tn et tn+1 : unf , un+1f .
Dans un souci de simplicite´, le syste`me est pre´sente´ dans sa forme non-conservative :
L : αfρf
∂uf
∂t
+ αfρfuf .∇uf = −αf∇P + αfρfg + αfαbρb
un+1b − un+1f
τ
B : αbρb
∂ub
∂t
+ αbρbub.∇ub = −αb∇P + αbρbg − αfαbρb
un+1b − un+1f
τ
(2.68)
La transmission de l’action des forces hydrodynamiques est re´alise´e a` travers le
gradient de pression ∇P , dont la formulation dans l’e´quation de la phase liquide
est injecte´e dans l’e´quation de la phase de bulle.
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En de´veloppant l’e´quation associe´e a` la phase bulle, et en admettant l’e´criture
suivante du terme conservatif : αbρbub.∇ub = 0 ; nous obtenons la formulation
suivante du terme de pe´nalisation :
B : ρb
un+1b − un+1f
τ
= ρb
∆t
τ + ∆t
unb − un+1f
∆t + ρf
∆t
τ + ∆t
[
un+1f − unf
∆t + uf .∇uf
]
+ (ρb − ρf ) ∆t
τ + ∆tg
(2.69)
qui est alors injecte´e dans l’e´quation associe´e a` la phase liquide afin d’obtenir le
couplage inverse dans le domaine fluide :
L : ρf
(
1− αb ∆t
τ + ∆t
)[
un+1f − unf
∆t + uf .∇uf
]
= −∇P +
(
ρf + αb(ρb − ρf ) ∆t
τ + ∆t
)
g
+ αbρb
unb − un+1f
τ + ∆t
(2.70)
2.9.4 Choix de la me´thode de couplage
Les deux me´thodes pre´sente´es dans les sous-sections pre´ce´dentes se distinguent
selon une caracte´ristique connue a` posteriori. Une tendance a e´te´ observe´e dans les
re´sultats de simulations fournis par ces deux me´thodes (simulations d’ascension de
bulle isole´e ou en configuration nuage de bulles). Cette caracte´ristique concerne la
de´pendance des re´sultats (vitesses moyennes de bulle, vitesses terminales de bulle)
a` un parame`tre de calage µp dont l’inte´reˆt est de´taille´ dans la section suivante
2.9.5. La Version 1 offre un champ d’influence a` µp qui nous est convenable (voir
Chapitre 4) alors que la Version 2 du couplage limite fortement l’influence de µp
sur les re´sultats. La Version 1 de couplage liquide-bulles est la version retenue
pour les simulations pre´sente´es dans cette the`se.
2.9.5 Introduction d’une viscosite´ de pe´nalisation µp
La me´thode de couplage a pour effet de cre´er une disparite´ du champ de vitesse a`
l’inte´rieur de la bulle (Figure 2.11). La formulation du terme de pe´nalisation :
un+1b − un+1f
τ
(2.71)
impose qu’une vitesse unique du champ fluide doit eˆtre de´finie a` l’inte´rieur de la
bulle. Pour  forcer  ce comportement du fluide, nous introduisons un parame`tre
µp de´fini comme une viscosite´ interne de pe´nalisation. De´nue´ de sens physique, son
roˆle est d’homoge´ne´iser le champ de vitesse a` l’inte´rieur de la bulle.
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Figure 2.11: Effect de la viscosite´ interne de la bulle sur le champ de vitesse
interne a` la bulle ; A gauche : µp = 1, A droite µp = 100. Les contours du module
de la vitesse sont trace´s en blanc, les contours de la fonction couleur sont trace´s
en violet.
La figure 2.12 repre´sente une bulle en vue 2D sur une grille eule´rienne. Les cellules
en rouges sont les cellules totalement pe´nalise´es (αfi = 1). Du point de vue de la
discre´tisation, seules les faces se´parant des mailles totalement pe´nalise´es (marque´es
d’un point sur la figure) vont eˆtre affecte´es de la viscosite´ artificielle µp.
Figure 2.12: Repre´sentation en 2D d’une bulle sur un maillage re´gulier. Les cellules
en rouges sont entie`rement pe´nalise´es, les faces les liant marque´es d’un point vont eˆtre
affecte´es de la viscosite´ µp.
Remarque. Le choix de la valeur de µp est cependant en pratique limite´. Des
viscosite´s trop e´leve´es a` l’inte´rieur des bulles ont pour conse´quence un mauvais
conditionnement de la matrice assemble´e a` l’e´tape de pre´diction des vitesses, ce
88
2.10. Conclusions
qui ame`ne des limitations sur les choix d’algorithme de re´solution.
2.10 Conclusions
Ce chapitre de´crit les grandes e´tapes nume´riques de la construction de la
me´thode. Le choix d’une me´thode de pe´nalisation pour le suivi des bulles dans
l’e´coulement conduit au formalisme des e´quations de Navier-Stokes pre´sente´. Ce
formalisme constitue ainsi la base de la me´thode nume´rique. Les aspects nume´riques
ge´ne´raux lie´s au code NEPTUNE CFD ont e´te´ de´crits (position des variables, condi-
tions limites). L’ensemble des modifications (divergence, flux de masse, contrainte
de cisaillement, gradient de pression) apporte´es a` l’algorithme correcteur-pre´dicteur
de NEPTUNE CFD en vue d’imposer la condition de glissement a` l’interface ont
e´te´ de´taille´es. En supple´ment de ces modifications s’ajoutent des ajustements
nume´riques indispensables (re´gularisation de la pression interne, re´gularisation du
champ de vitesse global dans le direction d’ascension des bulles). Ces apports
supple´mentaires a` la me´thode sont ne´cessaires a` la bonne conduite des simu-
lations nume´riques. Enfin, deux nouvelles approches ont e´te´ propose´es dans la
dernie`re section pour la re´alisation d’un couplage liquide-bulles selon une me´thode
de pe´nalisation. L’introduction de la viscosite´ de pe´nalisation constitue un nouveau
parame`tre de l’e´tude dont la de´pendance et la sensibilite´ seront e´value´es dans les
sections de´die´es aux validation du couplage liquide-bulle en configuration de bulle
isole´e.
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3.1 Introduction
Ce chapitre est de´die´ a` la validation nume´rique des modifications apporte´es
a` l’algorithme ge´ne´ral en vue d’imposer la condition de glissement a` l’interface.
Ces modifications de´taille´es dans le chapitre pre´ce´dent concernent la correction
de la divergence (section 2.7.2), la correction des flux de masse (section 2.7.3),
la correction du gradient de pression (section 2.7.5) et la modification du terme
diffusif (contrainte de cisaillement, section 2.7.4). Ce chapitre est le premier des
trois chapitres de´die´s a` la validation de la me´thode nume´rique. Il se focalise uni-
quement sur les aspects de discre´tisation (condition de glissement) ; les deux pro-
chains chapitres e´tant de´die´s a` la validation de la me´thode de couplage dans des
configurations diffe´rentes (bulle isole´e et nuage de bulle). Dans ce chapitre, les
objets pe´nalise´s manipule´s dans les diffe´rents cas-tests ne sont pas assimilables a`
des bulles sphe´riques. Les vitesses des objets pe´nalise´s sont impose´es et constantes
aux cours des diffe´rentes simulations, les effets de re´action de la bulle a` l’action du
fluide e´tant de´sactive´s.
En vue de la re´alisation de la validation, plusieurs configurations ont e´te´ pense´es
et e´tablies afin d’e´tudier spe´cifiquement la contribution de chaque modification ap-
porte´e a` l’algorithme de re´solution. Ces configurations se divisent en deux cate´go-
ries : les configurations statiques (ub = 0), pour lesquelles l’objet pe´nalise´ est fixe
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dans le domaine de calcul et les configurations dynamiques, pour lesquelles l’objet
pe´nalise´ est en mouvement controˆle´ dans le fluide en imposant sa vitesse (ub 6= 0).
Les interfaces entre le fluide et les objets pe´nalise´s sont de formes diverses (courbes,
planes, cylindriques, sphe´riques). Les proprie´te´s du fluide, les conditions limites du
domaine et les parame`tres de simulation sont choisis spe´cifiquement pour chaque
test.
3.2 Strate´gie de validation
Le processus de validation de´taille´ dans ce chapitre cible spe´cifiquement la
re´discre´tisation des ope´rateurs diffe´rentiels des e´quations de Navier-Stokes re´alise´e
en vue d’imposer une condition de glissement a` l’interface liquide-bulles. Une se´rie
de cas test est propose´e pour qualifier et quantifier la ne´cessite´ de la re´e´valuation
de chacun de ces ope´rateurs. L’ensemble des modifications apporte´es a` l’algorithme
ge´ne´ral de re´solution sont regroupe´es dans la liste suivante :
• La correction de la divergence (CD), voir section 2.7.2 ;
• La correction des flux de masse (CMF), voir section 2.7.3 ;
• La correction du gradient de pression (CPG), voir section 2.7.5 ;
• La modification du terme diffusif (contrainte de cisaillement) (CS),
voir section 2.7.4.
Afin d’e´tablir une validation comple`te de la me´thode nume´rique, la contribu-
tion de chacune de ces modifications a` la re´solution du champ fluide autour de
l’objet pe´nalise´ doit eˆtre e´value´e. Inversement, l’absence d’une de ces corrections
lors des simulations peut conduire a` l’apparition d’instabilite´s ou de divergence de
la solution. La strate´gie de validation consiste a` e´tudier une se´rie de configurations
d’interfaces (courbe, plane, cylindrique, sphe´rique), de domaines et de parame`tres
de calcul (proprie´te´ du fluide, conditions limites) choisis spe´cifiquement de manie`re
a` mettre en relief la contribution des modifications (CD), (CMF), (CPG), (CS).
Les modifications ne sont pas e´value´es de fac¸on isole´e, cette approche limitant leur
domaine de validite´. Les cas test suivants (et les modifications a` e´valuer qui leur
sont associe´es) seront de´taille´s dans la suite du chapitre :
1. E´coulement dans un canal courbe (CMF)+(CPG)+(CS), section 3.3.1 ;
2. E´coulement potentiel autour d’un cylindre (CMF)+(CS), section 3.3.2 ;
3. E´coulement d’un fluide visqueux autour d’un cylindre (CMF)+(CPG)+
(CS), section 3.3.3 ;
4. E´coulement dans un canal incline´ avec parois
de´filantes (CD)+(CMF)+(CPG)+(CS), section 3.4.1 ;
5. Bulle sphe´rique en mouvement relatif nul et homoge`ne dans le fluide
(CD)+(CMF)+(CS), section 3.4.2.
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Dans chacune de ces configurations, des conditions de glissement sont impose´es
a` l’interface. Les cas pre´sente´s se re´partissent en deux types de configurations : les
configurations statiques (cas 1, 2, 3 : ub = 0) et les configurations dynamiques
(cas 4, 5 : ub 6= 0). Les cas 1, 2, 3, 4 ont e´te´ re´alise´s en repre´sentation 2D, le cas 5
en repre´sentation 3D (sphe`re en mouvement). Des solutions analytiques ou des so-
lutions de re´fe´rence sont e´tablies pour chacun des cas tests. Les re´sultats des simu-
lations fournis par notre outil sont compare´s a` ces solutions analytiques/re´fe´rence :
notre analyse se porte sur la convergence en espace des champs de pression P et
de vitesse fluide u vers la solution e´tablie par la the´orie. De plus, des profils de
vitesse et de pression au voisinage de l’interface Σ sont extraits des simulations.
L’utilisation de configurations simplifie´es est courante dans le cadre de la va-
lidation de me´thodes nume´riques nouvelles, en particulier pour les approches de
type IBM (Immersed Boundary Method) similaires a` l’approche de pe´nalisation
de´veloppe´e dans cette the`se. Deux facteurs en sont a` l’origine : la facilite´ de
repre´sentation des obstacles  immerge´s  (carre´, cylindre, sphe`re, plan) et la dis-
ponibilite´ dans la litte´rature de re´sultats analytiques et expe´rimentaux e´tablis ou
calcule´s spe´cifiquement pour ces interfaces de´crites par des relations analytiques
simples. Concernant l’imposition d’une condition de glissement a` l’interface, les
travaux re´cents de [Kempe et al. (2015)] ont une proximite´ certaine avec le tra-
vail de´crit dans cette the`se. L’objet des travaux de´veloppe´s dans [Kempe et al.
(2015)] est la construction d’une me´thode de type IBM continue pour la simula-
tion d’e´coulements a` bulles (sphe´riques et ellipsoidales) dans des fluides purifie´s,
d’ou` la ne´cessite´ de traiter la condition de glissement a` l’interface. La me´thode est
ve´rifie´e a` travers l’e´tude d’un e´coulement de Stokes autour d’une sphe`re fixe ; son
ordre de convergence est e´tablie via l’e´tude d’un e´coulement autour d’une ellipsoide
aplatie (fixe ou en rotation). [Seo and Song (2012)] e´tudie l’influence de l’imposi-
tion d’une condition de glissement (partielle a` totale) a` l’interface d’un cylindre
pour des Reynolds mode´re´s (20 < Re < 100). Cependant, peu de ces re´fe´rences
concernent l’imposition de conditions de glissement a` l’interface, la plupart des
cas e´tudie´s concernant des conditions de non-glissement. Les strate´gies de vali-
dation de´veloppe´s pour ces conditions limites demeurent cependant inte´ressantes.
Les travaux de [Doradoux (2017)] relatifs a` la construction d’une me´thode de
pe´nalisation et de porosite´ variable de´taillent des simulations autour d’un carre´
(Re = 40) et d’un cylindre (Re = 200). Le cas test d’e´coulement de Poiseuille dans
un canal (analogue a` l’e´coulement dans un canal avec glissement) y est e´galement
pre´sente´. Ce meˆme cas test est e´galement re´pertorie´ dans les travaux de [Etche-
verlepo (2013)], les simulations sont re´alise´es par une me´thode de pe´nalisation de
second ordre. Des simulations autour d’un cylindre sont e´galement re´alise´es a` haut
Reynolds (Re = 3900). Enfin, [Angot et al. (1999)] e´tudie la convergence et la
pre´cision des me´thodes de pe´nalisation L2 et H1 via des simulations d’e´coulements
autour d’obstacles cylindriques et carre´s pour Re = 40 (pe´nalisation L2 et H1) et
Re = 80 (pe´nalisation L2).
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Afin de mettre en e´vidence la contribution des modifications apporte´es dans
ce travail, nous introduisons e´galement les re´fe´rences suivantes utilise´es dans les
sections 3.4.1 et 3.4.2 :
• CR (correction) : les simulations sont re´alise´es a` partir des e´quations de
Navier-Stokes pe´nalise´es, avec toutes les modifications apporte´es a` l’algo-
rithme ge´ne´ral ((CD)+(CMF)+(CPG)+(CS)).
• NCR (non correction) : les simulations sont re´alise´es a` partir des e´quations
de Navier-Stokes pe´nalise´es sans aucune modification de la discre´tisation
originelle des ope´rateurs diffe´rentiels des e´quations de Navier-Stokes.
Des grilles carte´siennes de pas d’espace ∆x ont e´te´ utilise´es pour les simulations
re´alise´es avec l’outil nume´rique. Le pas de temps ∆t est choisi constant ; la CFL
associe´e aux simulations effectue´es est la suivante : C0 = |u|∆t/∆x = 0.5. Le
parame`tre de pe´nalisation est fixe´ a` τ = 10−14.
Dans ce chapitre, les champs de vitesse et de pression fournis par les simulations
sont note´s V = (Vx, Vy, Vz) et P . Lorsqu’une solution analytique est e´tablie, elle
est note´e Vs = (Vsx , Vsy , Vsz) et Ps.
3.3 Configuration d’objets pe´nalise´s statiques
Dans les sous-sections suivantes, les objets pe´nalise´s sont immobiles dans l’e´cou-
lement (ub = 0) et la condition de glissement est impose´e a` leur surface. Les objets
e´tant immobiles, la modification de la formulation de la divergence (CD) n’est pas
effective dans l’algorithme ge´ne´ral de re´solution des e´quations de Navier-Stokes.
Les modifications a` l’e´tude sont (CMF)+(CPG)+(CS).
3.3.1 E´coulement dans un canal courbe
Nous e´tudions l’e´coulement d’un fluide visqueux, incompressible dans un canal
courbe de rayon R = 0.5m de´limite´ par deux demi-cercles de rayon 1 et 2 centre´s en
(0, 0) (Figure 3.6). Ce cas test permet l’examen des contributions de la correction
des flux de masse (CMF), de la reconstruction du gradient de pression a` l’interface
(CPG) et de l’imposition de la contrainte de cisaillement nul a` l’interface (CS).
Les dimensions du domaine sont Lx = 4.4m and Ly = Lx/2m. Une condition de
glissement est impose´e a` l’interface Σ. A l’exte´rieur du domaine fluide, le domaine
est pe´nalise´ par une vitesse nulle ub = 0.Un fluide est injecte´ en entre´e du domaine
selon le profil de vitesse : {
Vx,inlet(x, y) = −y
Vy,inlet(x, y) = x
(3.72)
En sortie du canal, une condition sur la pression est impose´e :
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Poutlet(x, y) = x2 + y2 (3.73)
Figure 3.1: Sketch of the inclined channel configuration.
La solution stationnaire a pour champs de pression et de vitesse Ps et Vs =
(Vsx , Vsy) : 
Vsx(y) = −y
Vsy(x) = x
Ps(x, y) = x2 + y2
(3.74)
L’objet de l’e´tude de ce cas-test est d’e´tablir l’ordre de convergence de la
me´thode nume´rique. A ce stade, deux approches de simulation sont envisageables :
la premie`re consiste a` initialiser le champ de de pression et de vitesse P et V =
(Vx, Vy) dans Ωf directement a` partir de l’expression de la solution analytique
attendue : 
Vx(y, t = 0) = −y
Vy(x, t = 0) = x
P (x, y, t = 0) = x2 + y2
(3.75)
Cette approche fournit une mesure tre`s pre´cise de l’erreur et donc une bonne
description du maintient de la solution fournie par la simulation. Cependant, elle
ne permet pas d’e´valuer la capacite´ de l’algorithme a` e´voluer au cours des ite´rations
vers la solution analytique. C’est pourquoi notre choix se porte sur un e´tat initial
dit de  de´se´quilibre , c’est-a`-dire relativement diffe´rent de la solution analytique :
Vx(y, t = 0) = 0
Vy(x, t = 0) = 0
P (x, y, t = 0) = 0
(3.76)
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Afin d’e´tablir l’ordre de convergence de la me´thode, 6 maillages diffe´rents ont
e´te´ utilise´s correspondant a` 4, 8, 16, 32, 64 et 128 mailles dans le rayon du canal.
A t = t0 le fluide est injecte´ dans le canal, la simulation est stoppe´e lorsque une
invariance en temps du champ de vitesse est detecte´e. Ce temps final est calcule´
pour la simulation sur le maillage le plus grossier (4 mailles dans le rayon du
canal), soit tf = 5s. Ce temps fait office de temps final de re´fe´rence pour les autres
simulations.
R(m) ρf (kg.m−3) µf (Pa.s) tf (s) ub(ms−1)
0.5 2 0.01 5 0
Table 3.11: Parame`tres nume´riques de simulation (e´coulement en canal courbe).
Les champs de pression et de vitesse (Figures 3.2 et 3.3) ont e´te´ extraits de
la simulation correspondant a` 128 mailles dans le rayon du canal. Les contours
de la pression sont forme´s par des demi-cercles concentriques (Figure 3.2) tel
que le suppose l’expression de la solution analytique du champ de pression :
P ((x, y), t = 0) = x2 + y2. La coloration graduelle du champ de vecteurs vitesse
selon un axe traversant le canal et passant par (0, 0) (Figure 3.3) est en accord avec
l’expression de la norme du champ de vitesse |V |2 =
√
x2 + y2. La condition de
glissement a` l’interface peut-eˆtre examine´e plus en de´tail en zoomant le champ de
vitesse proche de l’interface (Figure 3.4). Une simulation supple´mentaire a` meˆme
finesse de maillage (128 cellules dans le rayon du canal) a e´te´ re´alise´e en simple
pe´nalisation (NCR) afin de mettre en e´vidence la contribution de l’ensemble des
modifications apporte´es a` l’algorithme ge´ne´ral. Dans le cas (CR), le fluide s’e´coule
tangentiellement a` l’interface, comportement qui n’est pas observable pour le cas
(NCR).
Figure 3.2: Champ de pression
a` t = tf et ses contours associe´s.
Figure 3.3: Champ de vitesse a`
t = tf et ses contours associe´s.
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Figure 3.4: Zoom sur le champ de vitesse pre`s de l’interface ; (a) : (NCR)
simulation. (b) : (CR) simulation.
L’erreur est mesure´e en norme L1 sur la pression |P − Ps|1/|Ps|1 et les com-
posantes du vecteur vitesse |Vx − Vsx|1/|Vsx|1 et |Vy − Vsy |1/|Vsy |1. L’e´volution de
l’erreur est trace´e sur la Figure 3.5. L’erreur des composantes de la vitesse de´croit
a` l’ordre 0.75. La de´croissance de l’erreur de la pression est de l’ordre de 1. Les
parame`tres de simulations sont renseigne´s en Table 3.11.
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Figure 3.5: Etude de convergence pour P, (Vx, Vy) en norme L1 (e´coulement
dans un canal courbe.
3.3.2 E´coulement potentiel autour d’un cylindre
Nous e´tudions l’e´coulement d’un liquide non-visqueux, incompressible autour
d’un cylindre de rayon R = 0.006m centre´ dans un domaine Ω = [−5R; 5R] ×
[−5R; 5R] (Figure 3.6). Ce cas test permet l’examen des contributions de la cor-
rection des flux de masse (CMF) et de la reconstruction du gradient de pression
a` l’interface (CPG). Le domaine est muni d’une condition d’entre´e sur la vitesse
fluide et d’une condition de sortie sur la pression, les limites du domaine restantes
sont affecte´es d’une condition de syme´trie. La vitesse du fluide en entre´e U∞ est
constante. Notons Vs = (Vsr , Vsθ) le vecteur vitesse fluide solution (Vs = (Vsx , Vsy)
en coordonne´es carte´siennes) et Ps le champ de pression solution du proble`me. A
la surface du cylindre de normale n, la condition suivante sur VS est impose´e :
Vs.n = 0 (3.77)
La the´orie e´tablit alors que pour un e´coulement non-visqueux, incompressible, de
masse constante ρf et irrotationnel (∇× V = 0), il existe un potentiel φ tel que :
Vs = ∇φ (3.78)
Du fait de l’hypothe`se d’incompressibilite´, ∇.Vs = 0, φ satisfait l’e´quation de
Laplace :
∇2φ = 0. (3.79)
En coordonne´es polaires, l’e´quation de Laplace devient :
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1
r
∂
∂r
(
r
∂φ
∂r
)
+ 1
r2
∂2φ
∂θ2
= 0 (3.80)
La solution ve´rifiant la condition limite 3.77 s’e´crit en coordonne´es polaires :
Vsr =
∂φ
∂r
= U∞
(
1− R
2
r2
)
cos θ
Vsθ =
1
r
∂φ
∂θ
= −U∞
(
1 + R
2
r2
)
sin θ.
(3.81)
Le fluide e´tant non-visqueux et irrotationnel, l’e´quation de Bernoulli e´tablit l’ex-
pression de la pression P directement a` partir de la vitesse V :
Ps =
1
2ρ
(
U2∞ − V 2s
)
+ P∞, (3.82)
avec P∞ = 0, la pression s’e´crit finalement :
Ps =
1
2ρU
2
(
2R
2
r2
cos(2θ)− R
4
r4
)
. (3.83)
Dans cette configuration, du fait de la non-viscosite´ du fluide, la condition
limite sur le cylindre 3.77 correspond a` une condition de glissement (appauvrie du
fait de la disparition de la contrainte de cisaillement nulle a` l’interface) que nous
cherchons a` imposer via nos modifications.
x
y
Figure 3.6: Repre´sentation de la
configuration a` l’e´tude.
Figure 3.7: Lignes de courant autour
de l’obstacle cylindre pour le niveau
de raffinement R6.
Nous cherchons a` qualifier la convergence des re´sultats fournis par notre me´thode
nume´rique vers les expressions the´oriques des champs de vitesses et de pression. La
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forme du cylindre est projete´e sur le domaine de calcul par le calcul des fractions
volumiques. Le cylindre est maintenu immobile dans le domaine de calcul : ub = 0.
Les conditions initiales sur la vitesse et la pression sont les suivantes :{
V (t = 0, (x, y)) = 0
P (t = 0, (x, y)) = 0
(3.84)
Pour re´aliser l’e´tude de convergence, 6 maillages ont e´te´ teste´s. Leur niveau de
raffinement correspond a` des maillages de 252, 502, 1002, 2002 , 4002, 8002 e´le´ments
(les re´fe´rences de raffinement de maillage associe´s sont note´s respectivement R1,
R2, R3, R4, R5 et R6). Les parame`tres nume´riques de simulation sont rapporte´s
dans en Table 3.12.
R(m) ρf (kg.m−3) µf (Pa.s) tf (s) ub(ms−1) U∞(ms−1)
0.006 1000 0.0 1 0 0.1
Table 3.12: Parame`tres nume´riques de simulation (e´coulement potentiel
autour d’un cylindre).
A t0 = 0, le fluide est injecte´ a` une vitesse U∞. Comme pour le cas test
pre´ce´dent, les simulations sont stoppe´es lorsqu’une invariance en temps du champ
de vitesse est de´tecte´e. Ce temps final (tf = 1s) est calcule´ pour le maillage le plus
grossier (R1) et fait office de temps de re´fe´rence pour les autres simulations. A la
fin de la simulation, nous avons extrait les profils de vitesse et de pression (Figures
3.8 et 3.9) trace´s pour les axes x = 0 et et y = 0 (Figure 3.6, axe late´ral et longitu-
dinal) pour R1, R2, R3, R4 et R5. Nous observons que le niveau de raffinement le
plus bas (R1) offre une bonne approximation de la vitesse the´orique sur les deux
axes e´tudie´s (Figure 3.9). La convergence de la solution est en partie conditionne´e
par la me´thode de repre´sentation de l’obstacle dans le domaine et par la raideur
du crite`re de pe´nalisation associe´ (position du centre cellule a` l’inte´rieur de Ωp).
Les centres des cellules contenant l’interface doivent eˆtre relativement proches de
l’interface afin que la solution de´crive convenablement la valeur de la vitesse proche
de l’interface. Le trace´ des profils associe´s aux niveaux de raffinements R2, R3, R4
traduisent bien la convergence de la solution vers la vitesse et pression the´orique,
pour les deux axes e´tudie´s. Enfin, pour le dernier niveau de raffinement R5 trace´,
nous observons une superposition parfaite des profils de pression et de vitesse. Les
profils associe´s a` R6 n’ont pas e´te´ trace´ car se superposant sur les profils de R5.
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Figure 3.8: Profils de pression transversale (x = 0, gauche) et longitudinale (y = 0,
droite) pour 5 niveaux de raffinement R1, R2, R3, R4 et R5.
-0.01
0
0.01
0.02
0.03
0.04
0.05
0.06
0.07
0.08
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
X/R
Y=0 - AXIS
R1
R2
R3
R4
R5
theory
0
0.05
0.1
0.15
0.2
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
Ve
lo
ci
ty
 m
ag
ni
tu
de
 [m
/s
]
Y/R
X=0 - AXIS
R1
R2
R3
R4
R5
theory
Figure 3.9: Profils de vitesse transversale (x = 0, gauche) et longitudinale (y = 0,
droite) pour 5 niveaux de raffinement R1, R2, R3, R4 et R5.
L’erreur en norme L1 est e´value´e pour chacune des simulations (Figure 3.10),
pour le champ de pression |P − Ps|1/|Ps|1 et les composantes du vecteur vitesse
|Vx− Vsx|1/|Vsx|1 et |Vy − Vsy |1/|Vsy |1. On retrouve l’ordre de convergence des cas-
tests pre´ce´dents : les deux composantes de vitesse Vx et Vy convergent a` l’ordre
0.75 et la pression P converge a` l’ordre 2.
100
3.3. Configuration d’objets pe´nalise´s statiques
10-4
10-3
10-2
10-1
100
 1  10  100
2
0.75
Er
ro
r -
 L
1 n
or
m
Number of cells in the radius
Pressure
V x
V y
Figure 3.10: E´tude de convergence pour P, (Vx, Vy) en norme L1 (e´coulement
potentiel autour d’un cylindre).
Afin d’illustrer la ne´cessite´ de l’apport de la correction des flux de masse et de
la reconstruction du gradient de pression pre`s de l’interface, nous comparons deux
re´sultats de simulation : la premie`re simulation correspond a` une pe´nalisation
simple sans correction (NCR), la deuxie`me correspond a` une des simulations
pre´sente´e pre´ce´demment (CR). Les parame`tres de simulations sont identiques. Le
niveau de raffinement est choisi a` R6 (maillage 8002), la simulation (CR) associe´e
a` ce raffinement offrant une tre`s bonne approximation de la solution. A t = tf , les
champs de pression et de vitesse sont extraits (Figures 3.11 et 3.12). Les pressions
internes aux cylindres ont e´te´ impose´es nulles dans un souci de lisibilite´ des figures.
Nous savons que pour un e´coulement autour d’un cylindre, les champs de pression
et de vitesse admettent une syme´trie parfaite selon les axes x = 0 et y = 0. Ceci
se traduit par le fait que les lignes de courant e´pousent parfaitement la forme du
cylindre (Figure 3.7). Le trace´ des contours de pression (Figure 3.12) re´ve`le une
asyme´trie du champ de pression pour le cas (NCR) selon l’axe x = 0. Ce champ
ne correspond a` la solution e´tablie par la the´orie. Le trace´ de champs de vitesse
de la simulation (NCR) et ses contours associe´s (Figure 3.11) n’est que le´ge`rement
affecte´ par cette asyme´trie. En revanche, la de´croissance de la norme de la vitesse
est plus marque´e en s’e´loignant du cylindre selon l’axe transversal x = 0. Or, les
profils de vitesses e´tablis par la the´orie correspondent exactement aux profils de
vitesse fournis par nos simulations sur l’axe x = 0 (Figure 3.9). Cela conduit fina-
lement a` une structure du champ de vitesse autour du cylindre diffe´rente de celle
e´tablie par la the´orie. Ceci illustre l’apport de la correction des flux de masse et
de la reconstruction du gradient de pression pre`s de l’interface.
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Figure 3.11: Champs de vitesse et contours associe´s a` t = tf : (a) NCR, (b) CR.
Figure 3.12: Champs de pression et contours associe´s a` t = tf : (a) NCR, (b) CR.
3.3.3 E´coulement d’un fluide visqueux autour d’un cylindre
avec glissement
Ce cas test permet l’examen des contributions de la correction des flux de masse
(CMF) et de la reconstruction du gradient de pression a` l’interface (CPG) ainsi que
l’imposition de la contrainte de cisaillement nulle a` l’interface (CS). Nous e´tudions
l’e´coulement d’un fluide tre`s visqueux (µf = 0.03), incompressible autour d’un
obstacle cylindrique de rayon R = 0.0005 positionne´ a` l’origine du repe`re (Figure
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3.13). Le domaine de calcul est de´fini par Ω = [-6R ;6R] × [-5R ;28R]. La vitesse
impose´e a` l’entre´e du domaine est U∞ = 0.03ms−1. La pression est impose´e nulle
en sortie du domaine, Poutlet = 0. Les autres conditions limites sont affecte´es d’une
condition de syme´trie. Les parame`tres nume´riques de simulation sont rapporte´s en
Table 3.13.
x
y
Figure 3.13: Configuration e´tudie´e : cas-test d’e´coulement autour d’un cylindre.
R(m) ρf (kg.m−3) µf (Pa.s) tf (s) ub(ms−1) U∞(ms−1)
0.0005 1000 0.03 2 0 0.03
Table 3.13: Parame`tres nume´riques de simulation (e´coulement autour d’un cy-
lindre pour Re = 1).
Contrairement aux autres cas-test pre´sente´s dans ce chapitre, nous ne dispo-
sons pas de solution analytique dans cette configuration. L’objectif de cas-test
est d’examiner de manie`re se´pare´e les contributions des modifications apporte´es
a` l’algorithme (CMF)+(CPG)+(CS). Ce cas-test est particulie`rement adapte´ a`
l’e´tude de l’imposition d’une condition de glissement a` l’interface : le Reynolds
d’e´tude e´tant relativement faible Re = 1, les effets des termes visqueux jouent un
roˆle important dans le de´veloppement de l’e´coulement autour du cylindre. Cette
configuration d’e´coulement ne permet pas d’e´tablir une solution analytique. Afin
de pouvoir comparer les re´sultats de notre me´thode nume´rique, nous avons re´alise´
une simulation directe en approche body-fitted (approche selon laquelle le maillage
est adapte´ a` la forme de l’obstacle (Figure 3.14)). Les mailles sont quadrangles pre`s
de l’interface et cubiques loin du cylindre. Une condition de glissement est impose´e
a` la surface de l’obstacle maille´.
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y
x
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Figure 3.14: (a) Maillage adapte´ a` l’obstacle cylindrique, (b) grille carte´sienne
utilise´e pour la simulation.
L’interface cylindrique est projete´e sur la grille carte´sienne par le calcul des
fractions volumiques et surfaciques. Les parame`tres de calcul sont identiques dans
chaque configuration (cf. Table 3.13). Afin de maintenir une similitude entre les
deux simulations, les deux maillages sont constitue´s d’un nombre e´quivalent d’e´le´-
ments (260 000 pour le maillage adapte´ a` l’obstacle, 280 000 pour la grille carte´-
sienne). Nous cherchons a` de´terminer les contributions des modifications (CMF)+
(CPG)+(CS) a` l’e´tablissement de la solution. la Au total, 6 simulations ont e´te´
re´alise´es. En plus de la simulation directe, les simulations (NCR) et (CR) ont e´te´
re´alise´es. Les contributions se´pare´es des modifications ont e´te´ obtenues en re´alisant
les simulations (CS), (CMF)+(CPG) et (CMF)+(CS). A t = 0, le fluide est injecte´
dans le domaine (Figure 3.13) a` une vitesse U∞ = 0.03ms−1. Le temps de final de
simulation est e´tabli par la simulation (CR), lorsqu’une invariance du champ de
vitesse est de´tecte´e (tf = 2s). Les autres simulations sont stoppe´es au meˆme temps
final. Notre inte´reˆt se porte en particulier sur la re´solution du champ du fluide.
Nous avons extrait des profils de pression et de vitesse (Figure 3.13) pour chacune
des simulations selon l’axe longitudinal y = 0 traversant le sillage du cylindre, et
l’axe transversal x = 0. Les profils sont trace´s en Figure 3.15 (pression) et Figure
3.16 (norme de la vitesse).
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Figure 3.15: Profils de pression longitudinale (y = 0, gauche) et transversale (x = 0,
droite).
Figure 3.16: Profils de vitesse longitudinale (y = 0, gauche) et transversale (x =
0, droite).
L’analyse des profils e´tablit clairement la simulation (NCR) comme la plus
e´loigne´e du cas de re´fe´rence. Cet e´cart s’observe tout particulie`rement sur les
profils de vitesse. L’imposition d’une contrainte de cisaillement nulle a` l’inter-
face (CD) ame´liore nettement le correspondance des profils avec la solution de
re´fe´rence, en particulier pour la vitesse (les profils de vitesse des simulations (CS)
et (CMF)+(CS) se superposent quasi-exactement). Dans la direction transver-
sale, le profil de vitesse est en parfait accord avec la solution de re´fe´rence. Dans
cette direction, le de´faut de raccord avec U∞ = 0.03ms−1 loin du cylindre est
du a` des effets de confinement, les dimensions du domaine n’e´tant pas suffisam-
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ment grandes par rapport a` la dimension de l’obstacle. Ces effets sont toutefois
e´galement reproduits par la simulation directe, ce qui n’a donc pas d’incidence
dans l’analyse des re´sultats. La correspondance avec la pression de re´fe´rence de-
meure cependant insatisfaisante dans chacune des directions. La modification des
flux de masse couple´e a` la reconstruction du gradient de pression (CMF)+(CPG)
ame´liore la simulation (NCR) pour le calcul de la vitesse et de la pression dans
la direction longitudinale, mais les de´grade dans la direction transversale. La va-
leur de la vitesse a` l’interface est relativement e´loigne´e de la solution de re´fe´rence.
Dans cette meˆme direction, la simulation (CS) offrait une correspondance par-
faite de la vitesse avec la solution de re´fe´rence, ce qui met en avant l’importance
d’une discre´tisation pre´cise de la contrainte de cisaillement dans la re´solution du
fluide, notamment en proche paroi. La modification des flux de masse couple´e a`
la modification de la contrainte de cisaillement (CMF)+(CS) ame´liore (CS) pour
chaque champ et chaque direction. Dans la direction transversale, la correspon-
dance avec la vitesse de re´fe´rence de´ja` e´tablie par (CS) est pre´serve´e. La prise en
compte des flux de masse modifie´s ame´liore donc les re´sultats a` la condition que
cette modification soit associe´e a` (CS). Enfin, la reconstruction du gradient de
pression (CMF)+(CS)+(CPG)=(CR) permet la correction des le´ge`res oscillations
de la pression observe´e dans chacune des directions. La simulation pre´ce´dente est
alors nettement ame´liore´e, les profils correspondent parfaitement a` la solution de
re´fe´rence pour chaque champ et chaque direction. L’analyse des champs de vitesse
(Figure 3.17) n’illustre que faiblement l’impact de la prise en compte inte´grale des
modifications sur la re´solution du champ au regard de ce qui vient d’eˆtre e´tabli.
Le trace´ des contours de vitesse permet d’observer la diffe´rence e´tablie par la
comparaison des profils entre les simulations (NCR) et (CR). La correspondance
des champs de vitesse et de ses contours associe´s est excellent entre la simulation
inte´grale (CR) et la solution de re´fe´rence.
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Figure 3.17: Champs de vitesse et leurs contours associe´s : (a) NCR, (b) CR, (c) cas
avec maillage adapte´ a` la forme de l’obstacle.
3.4 Configurations d’objets pe´nalise´s mobiles
Les objets pe´nalise´s e´tant en mouvement dans le fluide (ub 6= 0), la modification
de la divergence (CD) est active´e pour les simulations pre´sente´es dans les sous-
sections suivantes.
3.4.1 E´coulement en canal incline´ avec parois de´filantes
Pour ce premier cas-test dynamique, nous e´tudions l’e´coulement d’un fluide
visqueux, incompressible dans un canal incline´ a` parois de´filantes (Figure 3.18).
Les parois du canal (Σ1 and Σ2) de rayon R = 0.125m sont parame´tre´es par des
droites paralle`les de vecteur directeur (1, 8). Les parois se de´placent a` la vitesse
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impose´e dans le champ pe´nalise´ Ωp : ub = −(0.1, 0.8)ms−1. Les dimensions du
domaine sont Lx = 1m, Ly = 2× Lx. Des conditions de glissement sont impose´es
a` l’interface Σ = Σ1 ∪ Σ2. A l’entre´e du canal est impose´e une vitesse d’entre´e
correspondant a` Vinlet = −ub. En sortie du canal nous imposons une pression de
re´fe´rence nulle Poutlet = 0.
x
y
Figure 3.18: Sche´ma de la confi-
guration du canal incline´.
0
 0.2
 0  0.1
Y
X
Figure 3.19: Initialisation du
champ de vitesse a` t = 0.
Du fait de la condition de glissement a` l’interface, les parois en mouvement n’in-
teragissent pas avec le fluide. L’e´tat stationnaire de cet e´coulement est de´crit
par les champs analytiques de pression et de vitesse note´s respectivement Ps et
Vs = (Vsx , Vsy) : {
Vs = −ub
Ps = 0
(3.85)
De fac¸on analogue au cas de l’e´coulement dans un canal courbe (section 3.3.1) et
de l’e´coulement potentiel autour du cylindre (section 3.3.2), la vitesse fluide dans
le domaine Ωf est initialise´e a` un e´tat de de´se´quilibre (Figure 3.19) :
Vx = 0
Vy = 0
P = 0
(3.86)
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Ainsi, la vitesse impose´e ub du domaine pe´nalise´ est oppose´e a` la vitesse d’entre´e du
fluide. Cette configuration correspond au cas le plus de´favorable entre le domaine
fluide et le domaine pe´nalise´. Ce cas test permet d’examiner la capacite´ de l’algo-
rithme de re´solution a` converger vers la solution analytique a` partir d’une configu-
ration de´favorable. Ceci n’est re´alisable si et seulement si la condition de glissement
est correctement impose´e a` l’interface. Dans le cas contraire, le mouvement des pa-
rois de´filantes viendra alte´rer pre`s de l’interface le champ de pression et le champ de
vitesse dans le domaine fluide Ωf . Ce cas test inte´gral permet l’e´valuation de l’en-
semble des modifications apporte´es a` l’algorithme (CD)+(CMF)+(CS)+(CPG).
Le fluide est injecte´ dans le canal a` t = 0 a` la vitesse Vinlet = −ub (Figure 3.18).
Nous avons re´alise´ au total 7 simulations pour des grilles de 20, 40, 80, 160, 320,
640 et 1280 e´le´ments dans la largeur Lx du domaine. Les parame`tres de calculs
sont renseigne´s dans la Table 3.14. La simulation sur le maillage le plus grossier
e´tablit le temps de final de calcul, qui correspond a` une invariance du champ de
vitesse dans le domaine fluide(tf = 5s).
R(m) ρf (kg.m−3) µf (Pa.s) tf (s) ub(ms−1) Vinlet(ms−1)
0.5 1000 0.1 5 (-0.1, -0.8) (0.1, 0.8)
Table 3.14: Parame`tres nume´riques de simulation (e´coulement en canal incline´).
Un calcul supple´mentaire a e´te´ re´alise´ (NCR) pour un niveau de raffinement
correspondant a` 20 mailles dans la largeur du domaine. Afin d’illustrer la capacite´
du code a` imposer la condition de glissement a` l’interface, nous avons extrait les
champs de vitesse de chacune des simulations (CR) et (NCR) (Figure 3.20) pour
le maillage de 20×40 e´le´ments. Dans le cas (CR), on observe que le champ de
vecteur demeure homoge`ne tout le long du canal, alors que dans le cas (NCR),
le champ de vitesse est perturbe´ au voisinage proche de l’interface. La trajectoire
des particules du fluide dans le canal est oscillante le long du canal, le champ de
vitesse ne pouvant se stabiliser.
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Figure 3.20: Champs de vecteurs vitesses a` t = tf , grille 20×40,
Gauche : (CR) ; Droite : (NCR).
Nous avons e´galement extrait de ces simulations des profils de vitesse et de
pression (Figure 3.21) selon un axe traversant perpendiculairement Σ1 et Σ2 (Fi-
gure 3.18). L’analyse des profils de vitesse et de pression confirme le comportement
de´crit pre´ce´demment.
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Figure 3.21: Simulation sur un maillage de 20×40 e´le´ments. (a) : profils de pression
normalise´e et (b) : profils de vitesse normalise´e en travers du canal incline´.
Afin d’examiner l’e´volution de l’erreur de l’e´tat initial du fluide jusqu’a` son
e´tat stationnaire et converge´, nous avons e´galement extrait l’erreur en norme L1
du champ de pression P et des composantes du vecteur vitesse Vx et Vy (Figure
3.22) a` diffe´rents temps de la simulation t = 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100%
de tf . Pour l’approche (CR), l’erreur des composantes de vitesse de´croit tre`s rapi-
dement pour atteindre son minimum a` 80% de tf et se stabiliser jusqu’a` la fin de la
simulation pour une mesure d’erreur finale proche de 10−17. L’erreur de la pression
de´croit e´galement tre`s rapidement et se stabilise a` environ t = 70%tf , pour une
mesure d’erreur finale proche de 10−15. L’erreur finale mesure´e pour chacun des
champs atteste de la grande pre´cision de la me´thode nume´rique. L’e´volution de
l’erreur pour la simulation (NCR) met en e´vidence la divergence de l’algorithme
en l’absence de modification de la discre´tisation originelle des e´quations de Navier-
Stokes. Cet re´sultat de d’e´tude est crucial car l’usage final de la me´thode est destine´
a` simuler des e´coulements avec des inclusions en mouvement. Une validation de
la me´thode sur une base exclusive de cas-tests statiques n’aurait pas permis de
soulever ce point important.
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Figure 3.22: E´volution de l’erreur en norme L1 de la pression P et des composantes
de vitesse Vx et Vy (grille 40x80) : (a) : CR ; (b) : (NCR).
Afin d’examiner l’influence du raffinement en maillage sur la pre´cision de la
re´solution de l’algorithme, une mesure de l’erreur en norme L1 sur la pression
|P − Ps|1/|Ps|1 et les composantes du vecteur vitesse |Vx − Vsx|1/|Vsx|1 et |Vy −
Vsy |1/|Vsy |1 a e´te´ re´alise´e sur chacun des maillages. L’e´volution de l’erreur est trace´e
en Figure 3.23. L’erreur demeure tre`s faible (< 10−15) pour la pression et pour les
composantes de vitesse (< 10−17), du maillage le plus grossier au plus fin, ce qui
atteste de la pre´cision de la me´thode.
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Figure 3.23: E´tude de convergence des champs P, (Vx, Vy) en norme L1
(e´coulement en canal incline´).
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3.4.2 Bulle sphe´rique en mouvement relatif nul et homoge`ne
dans le fluide
Nous e´tudions dans ce cas-test 3D le de´placement uniforme d’une bulle sphe´rique
a` vitesse relative nulle avec un fluide visqueux et incompressible. Ce cas test permet
l’e´valuation de l’ensemble des modifications apporte´es a` l’algorithme (CD)+(CMF)
+(CS). La bulle sphe´rique de rayon R = 0.0016m se de´place a` vitesse constante
ub = (ubx,uby,ubz) = (0.10, 0.15, 0.20) ms−1 dans un domaine cubique L3 =
0.01m× 0.01m× 0.01m (Figure 3.24). La position de la bulle est note´e (xb, yb, zb).
Figure 3.24: (a) Initial sketch of the configuration, (b) Extracted plane.
Des conditions de pe´riodicite´ sont impose´es sur chaque face du cube. La condition
de glissement a` impose´e a` l’interface liquide-sphe`re Σ. A t = 0, la bulle positionne´e
en p0 = (0.002, 0.002, 0.002) se de´place jusqu’a` atteindre la position pf a` t = tf
telle que |p0 − pf | = 0.75× L. Conside´rons les conditions initiales suivantes :{
V (x, t = 0) = ub
P (x, t = 0) = 0
(3.87)
Ainsi l’apport du terme de pe´nalisation ((ub−V )/τ = 0) a` l’e´quation de quantite´
de mouvement est nul. Les autres contributions de chacun des ope´rateurs des
e´quations de Navier-Stokes sont neutralise´es trivialement. Le proble`me pe´nalise´ se
re´duit a` l’examen d’un fluide en mouvement homoge`ne constant dans un domaine
pe´riodique. Les champs de vitesse et de pression solutions du proble`me (note´s Vs
et Ps) sont e´gaux en tout temps aux conditions initiales 3.88 :{
Vs(x) = ub
Ps(x) = 0
(3.88)
L’inte´reˆt de l’e´tude de ce cas-test concerne la capacite´ de l’algorithme de re´solution
a` reproduire cette invariance du champ de pression et de vitesse au cours de la
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simulation. Seules les modifications faisant intervenir explicitement dans leur for-
mulation l’interface via sa normale sont susceptibles d’alte´rer l’homoge´ne´ite´ des
champs de vitesse et de pression. Nous nous inte´ressons tout particulie`rement a` ces
modifications. Le calcul des flux de masse que nous proposons ne fait pas intervenir
explicitement l’interface. Ce cas-test permet donc l’examen de la reconstruction
du gradient de pression, de la formulation de la divergence et de l’imposition de
la contrainte de cisaillement nulle a` l’interface, tous trois faisant intervenir la nor-
male a` l’interface via les fractions surfaciques aux faces. Deux types de simulations
ont e´te´ mene´es : la premie`re avec simple ajout du terme de pe´nalisation (NCR),
la deuxie`me inte´grant dans l’algorithme de re´solution les trois modifications men-
tionne´es pre´ce´demment (CR).
R(m) ρf (kg.m−3) µf (Pa.s) tf (s) ub(ms−1)
0.5 1000 0.1 2 (0.1, 0.8)
Table 3.15: Parame`tres nume´riques de simulation (bulle en mouvement homoge`ne
a` vitesse relative nulle avec le fluide).
Le premier e´le´ment de comparaison pre´sente´ concerne les profils de vitesse et de
pression trace´s entre−10R et 10R pour (NCR) et (CR) selon les droites de vecteurs
directeurs coline´aires (D1) a` ub ou orthogonaux a` ub (D2, D3) (Figure 3.25) sur
un maillage relativement grossier (253 mailles). Les parame`tres nume´riques de
simulation sont rapporte´s dans en Table 3.15.
x
y
z
Figure 3.25: Directions utilise´es pour l’e´tablissement des profils.
Les profils de vitesse et de pression normalise´s sont extraits a` t = tf et trace´s
entre −10R et 10R pour (CR) et (NCR) (Figures 3.4.2, 3.26 et 3.4.2). La solution
the´orique constante est e´galement trace´e. Pour (NCR) l’alte´ration des champs de
vitesse et de pression est flagrante, inde´pendamment de la direction conside´re´e.
Les profils de vitesse et de pression extrait de (CR) sont en tre`s bon accord avec
la solution the´orique.
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Figure 3.26: Profils de vitesse et de pression selon les directions D1, D2 et D3.
Afin de mieux identifier les effets de l’absence de modification de la contrainte
de cisaillement, du gradient de pression et de la formulation de la divergence, nous
avons e´galement extrait de la simulation pre´ce´dente a` t = tf les champs de vitesse
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des plans correspondants a` x = xb, y = yb et z = zb (note´s respectivement YZ,
XZ, XY, Figure 3.27) pour (CR) et (NCR). L’analyse est identique pour chacun
des plans extraits. Le champ de vitesse est rigoureusement homoge`ne dans le cas
de la simulation (CR). Pour la simulation (NCR), le fluide semble s’e´couler autour
de l’objet en mouvement ce qui traduit l’effet d’une contribution non de´sire´e des
formulations initiales non- modifie´es de la contrainte de cisaillement, du gradient
de pression et de la formulation de la divergence.
Un troisie`me e´le´ment d’analyse concerne la stabilite´ de la solution au cours du
temps. Les mesures d’erreurs suivantes ont e´te´ re´alise´es pour chacun des cas - (CR)
et (NCR) - (Table 3.16) a` trois temps diffe´rents de simulation t1 = tf/3, t2 = 2tf/3
and t3 = tf sur un maillage de 2003 e´le´ments. L’erreur demeure relativement faible
et stable pour (NC) alors que l’erreur ne se stabilise pas pour (NCR).
Me´thode t1 t2 t3
|u−ub|2
|ub|2
CR 4.19× 10−16 4.14× 10−16 4.24× 10−16
NCR 1.76× 10+1 2.61× 10+1 1.31× 10+1
Table 3.16: Evolution de l’erreur L2 sur la vitesse ; maillage de 2003 e´le´ments.
Finalement, une mesure de l’erreur en norme L1 sur la pression |P − Ps|1/|Ps|1 et
les composantes du vecteur vitesse |Vx − Vsx|1/|Vsx|1, |Vy − Vsy |1/|Vsy |1 et |Vz −
Vsz |1/|Vsz |1 a e´te´ re´alise´e pour les maillages suivants : 253, 503, 1003, 2003, 4003 et
8003 (Figure 3.28). L’erreur demeure tre`s faible (< 10−15) et stable du maillage
le plus grossier au plus fin, ce qui atteste de la performance de l’algorithme de
re´solution modifie´.
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Figure 3.27: Champ de vitesse a` la fin de la simulation t = tf (Gauche : (CR),
Droite : (NCR)) : (a) plan YZ, (b) plan XZ et (c) plan XY.
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Figure 3.28: E´tude de convergence pour P, (Vx, Vy, Vz) en norme L1 (bulle en mouve-
ment homoge`ne et relatif nul dans un fluide).
3.5 Conclusions
Ce chapitre constitue une base de validation comple`te et diversifie´e de la
me´thode nume´rique, dans un usage restreint a` la simulation d’e´coulements avec
objets pe´nalise´s non-interagissant avec le fluide. Le cas-test d’e´coulement dans un
canal a permis de de´terminer l’ordre de convergence de la me´thode en norme L1
(0.75 pour les composantes de vitesse, 2 pour la pression), qui a e´te´ par la suite
confirme´ par l’e´tude de l’e´coulement potentiel autour du cylindre. L’e´coulement au-
tour du cylindre avec viscosite´ a permis l’examen des contributions des diffe´rentes
modifications apporte´es a` l’algorithme. Le premier cas-test dynamique pre´sente´
(e´coulement en canal incline´ avec parois de´filantes) de´montre la capacite´ de la
me´thode a` converger vers une solution analytique malgre´ des conditions initiales
 de´favorables. Le dernier cas-test pre´sente´ annonce des perspectives re´jouissantes
pour la suite du processus de validation. La configuration e´tudie´e, objet du cha-
pitre suivant est quasi-analogue (hormis l’activation du couplage liquide-bulles) a`
l’e´tude du de´placement d’une bulle sphe´rique en terme de repre´sentation de l’ob-
jet sur une grille eule´rienne tridimensionnelle. Pour chacun des cas-tests pre´sente´s,
statiques ou dynamiques, la comparaison entre les simulations (NCR) et (CR) a
mis en e´vidence la ne´cessite´ de modifier la discre´tisation originelle des ope´rateurs
diffe´rentiels des e´quations de Navier-Stokes, tel que nous l’avons de´crit dans le
chapitre pre´ce´dent. La capacite´ de la me´thode a` traiter des interfaces de formes
diverses ouvre e´galement des perspectives d’utilisation de la me´thode a` champs
d’application divers reque´rant le traitement d’une condition de glissement a` l’in-
terface.
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4.1 Introduction
The aim of this chapter is to continue the validation of the numerical method
started in the previous chapter. So far, the validation process involved penalized
objects with different shapes non interacting with the fluid : their movement in the
fluid was not established from a computation of the hydrodynamic forces acting
on the bubbles. Thus, the lagrangian velocity of the bubble ub was set to a speci-
fic chosen value, depending on the configuration of the test-case considered. The
full simulations involve a numerous number of bubbles (swarm configuration) ;
with their motion determined as a consequence of the forces exerted on them.
The coupling method selected as our best candidate (2.9.3) governs dynamically
the coupling between the movement of the bubbles and the action of the fluid.
The following chapter (and the next one, in which a swarm of bubbles is consi-
dered) continues the validation process. The penalized objects considered are now
exclusively spherical. All the validation of the coupling method is done in a 3D
configuration.
We oriented our study on the simulation of a spherical bubble rising in a quies-
cent liquid. The Reynolds number of the study is defined as :
119
Chapter 4. Validation of the method in a single bubble configuration
Re = ρfubT2R
µf
(4.89)
where R denotes the bubble radius, ubT the terminal velocity of the bubble, ρf
the density of the fluid, and µf the fluid viscosity.
For a clean spherical bubble, the force balance on the bubble can be written as
[Magnaudet and Eames (2000)] :
CM
pid3b
6 ρf
dub
dt
= Cd
pid2b
8 ρf ||u− ub||(V0 − ub)−
pid3b
6 ρfg
+ (1 + CM)
pid3b
6 ρf
(
∂u
∂t
+ u.∇u
)
+ Cl
pid3b
6 ρf (ub − ub)× Ω
(4.90)
with db the diameter of the bubble, u the velocity of the bubble, u and Ω the
instantaneous undisturbed liquid velocity and vorticity, CM the added mass coef-
ficient, Cd the drag force coefficient and Cl the lift force coefficient. The history
force is neglected in this formulation. Many analytical, numerical and experimental
studies have been dedicated to determine the expression of CM , Cl, Cd in a wide
range of flow regimes. We shortly review the expressions in the literature of these
coefficients for different flow configurations.
For high Reynolds numbers, the drag coefficient writes as [Moore (1959)] :
Cd =
48
Re
[
1− 2.21
Re1/2
]
(4.91)
For low Reynolds number, the expression of the coefficient is given by the well-
known work of Hadamard and Rybczynski [Batchelor (1967)] :
Cd =
16
Re
(4.92)
[Mei et al. (1994)] established an empirical drag law for clean spherical bubbles
that matches both asymptotic limits :
Cd =
16
Re
{
1 + (8/Re+ 1/2(1 + 3.315/Re0.5)−1
}
(4.93)
The added mass coefficient for a spherical object is Cm = 1/2. [Auton (1987)] cal-
culations shown that for a rotational flow the numerical value of the lift coefficient
Cl is 1/2. As notable work around spherical rising bubbles, Tomiyama [Tomiyama
et al. (1993)] calculated with a VOF method bubbles shapes and terminal velocities
for a wide range of Eotvos and Morton (including nearly spherical bubbles) and
compared the results with experiments. Recently, [Merle et al. (2005)] investigated
the forces acting on the bubble at high Reynolds numbers. Experimental studies
have also been dedicated to study the rise of nearly spherical (spheroids, due to a
surface tension dominant regime) bubbles rising in a stagnant liquid [Tomiyama
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et al. (2002)].
Considering the configuration of a rising single bubble we selected for the va-
lidation, the drag coefficient is thus given by Mei correlation [Mei et al. (1994)]
for a clean spherical bubble. The other forces involved in the dynamics are easily
expressed (added mass, buoyancy). Thus the whole dynamics of a rising bubble
in liquid at rest are obtained. This complete theoretical description allows us to
analyze in detail the results of our numerical simulations.
An essential input of the study concerns the Reynolds number selected. The
correlation for the drag force mentioned previously requires the bubble to re-
main spherical during its rise in the domain. To guarantee non-deformation of
the bubble, we have chosen a range of Reynolds number whose value is between
1 and 100 according to the map of bubble regimes provided by [Grace (1973)]
(Figure 4.1), assuming the lowest value of the Eo¨tvo¨s number. Above this range
of Reynolds numbers, the deformation mechanism plays a key role in the dyna-
mics of the bubble and must be taken into account in the numerical method. The
simulations shown in the present work have been run for two Reynolds numbers
Re1 = 17 and Re1 = 71. They are compared to previous results obtained from
DNS.
Figure 4.1: Graphical correlation proposed by Grace [Grace (1973)].
The coupling formulation introduces a dependence to the numerical parameter
defined as the viscosity of penalization µp. The objective here is twofold : deter-
mine the effect of µp on the evolution of the rising velocity given by the theory.
Then, study the influence of the mesh refinement on the results. The main com-
plexity of the study relies on the fact that both of these effects are strongly coupled.
In the following sections, we first describe the dynamics of a rising spherical
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bubble obtained through Mei’s correlation. Then we detail the numerical configu-
ration (numerical parameters, geometry, meshes selected) linked to our validation
methodology. The simulations results provided by the simulations are shown and
analyzed. Finally, we discuss the influence of the viscosity of penalization µp on
the dynamics of the rising bubble.
The simulations have been carried out on EDF R&D supercomputer POR-
THOS, a total of 24×28 CPU units were available for this study.
4.2 Dynamics of a rising spherical bubble
The dynamics of a rising bubble is governed by the balance between the added
mass FA, the drag force FD, the history force FH and the buoyancy FG. The bubble
motion is given by :
FA = FG + FD + FH (4.94)
−mfCM dub
dt
= −mfg + 12ρfCdpiR
2ub2 + FH (4.95)
where the drag coefficient is described through the correlation [Mei et al. (1994)] :
Cd =
16
Re
{
1 + (8/Re+ 1/2(1 + 3.315/Re0.5)−1
}
(4.96)
and mf = ρf 43piR
3 is the mass of the fluid enclosing the same volume as the
sphere, mb = ρb 43piR
3 the mass of the bubble, CM = 1/2 the added mass coeffi-
cient for a spherical object. The history force FH has been shown to be of second
order for bubble motion at large Reynolds number [Magnaudet and Eames (2000)].
As shown by Equation 4.95, the bubble acceleration is controlled by the added
mass. In particular, at t = 0, the balance between added mass and buoyancy
gives :
1
2
dub
dt
= g (4.97)
The initial bubble acceleration a0 is thus a0 = dub/dt = 2g.
The bubble terminal velocity ubT is given by the balance between buoyancy and
drag :
FD + FB = 0 (4.98)
−mfg + 12ρfCdpiR
2ub2T = 0 (4.99)
Equation 4.99 can be solved using non-linear solvers (the non-linearity of the equa-
tion is due to the dependance of Cd with Re), leading to the theoretical computa-
tion of the terminal velocity ubT .
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Remark. The transient evolution of the bubble rising velocity can also be directly
computed by solving (with non-linear solvers) the equation 4.95.
4.3 Simulation strategy
We consider the configuration described in (Figure 4.2) : a spherical bubble
located at the bottom of a tank-like computational domain. Wall boundary condi-
tions are set on each boundary. At t0, the bubble starts rising until reaching its
terminal velocity, the simulation is stopped after the steady state being reached,
for a final simulation time tf depending on the considered Reynolds. Simulations
have been carried out for two different viscosities leading to two different terminal
velocities. The list of the parameters used is given in Table 4.17. The penaliza-
tion parameter has no influence on the terminal velocities computed ; its value is
set to τ = 10−14. We want to establish the isolated influence of the penalization
viscosity µp on the terminal velocities of the bubble. The influence of the time
step ∆t has been shortly studied. The time step acts as decreasing factor for the
terminal velocities. However, we chose to focus on the influence of µp and the mesh
refinement, the influence of ∆t is not further examined here. For each simulation
we performed, the time step was chosen in order to satistify the constant the CFL
criteria : |u|∆t/∆x = 0.5.
25 d b
5 db
5 db
Figure 4.2: Initial configuration of the study : the bubble is located
at the bottom of the tank.
Three grid refinements have been tested (Figure 4.3) : 4, 8 and 16 cells in the
radius of the bubble. The dimensions of the computational domain are detailed
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db (mm) ρb (kg.m−3) ρf (kg.m−3) µf (Pas) tf (s) ubT (cm/s) Reb
1.0 50 1000 0.005 0.06 8.90 17.80
1.0 50 1000 0.0022 0.12 15.60 71.20
Table 4.17: Set of numerical parameters for the simulations.
on (Figure 4.2) : 5db × 5db × 25db. The bubble starting position is (xb, yb, zb) =
(0.25db, 0.25db, 0.2db). For db = 1mm, we have thus Ω = [0.005]2 × [0.025]. This
corresponds to the use of three meshes of 320 000, 2560000 and 20480000 cells. The
boundary layer thickness estimation around the bubble evolves as δ ∼ db/Re1/2b .
For Reb = 71, δ ∼ 0.00012. The 3 mesh refinements we selected provides the fol-
lowing length of cell h0 = 0.00012, 0.000062 and 0.000031 for respectively 4,8 and
16 cells in the radius of the bubble.
48 simulations in total have been carried out for a wide range of internal vis-
cosities, 8 for a given Reynolds number and grid refinement. The computational
resources have been adapted to the refinement of each grid : 6×24, 8×24, 12×24
CPU units were used respectively for 4, 8 and 16 cells in the radius of the bubble,
leading to the corresponding simulation times : 45min, 6hours, 20hours for a
single simulation.
Figure 4.3: Mesh refinements selected for the study : (a) 4, (b) 8 and (c) 16 cells
in the radius of the bubble.
4.4 Simulations results
We selected in total five elements of analysis to study the results provided by our
simulations. We focus our attention on the initial acceleration (added mass effect),
on the terminal velocity (dissipation effects) and on the bubble wake because of
its importance for the development of the bubble induced agitation Riboux et al.
(2010). We computed the maximal vorticty in the liquid field and compared its
value to the DNS-based expression given in [Legendre (2007)]. We also extracted
velocity fields to examine the influence of the mesh refinement on the results.
124
4.4. Simulations results
4.4.1 Initial accelerations
We present in Figures 4.4 and 4.5 the bubble rising velocities provided by the
48 simulations we made in total. For the sake of clarity, the simulations presented
have been selected in terms of an increase of the penalization viscosity magnitude.
The theoretical initial acceleration (2g, black line), the theoretical terminal velo-
city (red curve), both detailed in section 4.2 and the best fitting solution (blue
curve) are also plotted.
Figure 4.4: Rising velocities for Reb = 17. The fitting solution is marked with
the symbol *.
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Figure 4.5: Rising velocities for Reb = 71. The fitting solution is marked with
the symbol *.
We reported in Table 4.18 the value of the initial acceleration of the plotted
rising velocities. The results clearly highlight the decreasing influence of µp on
the initial accelerations. For Reb = 17, the associated value µp of the best candi-
dates (closest accelerations to 2g) increase with mesh refinment, while µp remains
constant for Reb = 71.
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Re1 Re2
F4 F8 F16 F4 F8 F16
µp = 0.5 . . . . . 100
1 31 53 58 . . 80
2 . . 59 . . 51
10 19 29 35 . 43 .
30 . 25 . . . .
100 13 20 25 . 31 42
1000 12 17 18 17 26 24
8000 . . . . 8 .
10000 . . . 10 . .
80000 . . . 7 . .
Table 4.18: Initial accelerations (ms−2) of the bubbles. F4, F8, F16 refers
to 4, 8 and 16 cells in the radius of the bubble. Values in bold corresponds
to the closest acceleration to 2g.
4.4.2 Terminal velocities
We also reported in Table 4.19 the value of the terminal velocities of the plotted
rising velocities.
Re1 Re2
F4 F8 F16 F4 F8 F16
µp = 0.5 . . . . . 16.80
1 23.28 14.66 10.26 . . 15.89
2 . . 8.87 . . .
10 13.05 9.30 6.81 . 24.24 12.56
30 . 8.90 . . . .
100 10.51 7.62 6.01 . 21.41 12.52
1000 9.08 7.12 5.81 22.37 18.25 12.48
8000 . . . . 15.68 .
10000 . . . 22.05 . .
80000 . . . 15.49 . .
Table 4.19: Terminal velocities (cms−1) of the bubbles. F4, F8, F16 refers
to 4, 8 and 16 cells in the radius of the bubble. Values in bold corresponds
to the closest velocities to the terminal velocity given by Mei correlation :
ubT = 8.90cms−1 for Re = 17, ubT = 15.60cms−1 for Re = 71.
The results presented in Table 4.19 clearly establish the influence of µp as a
decreasing factor for the terminal velocity of the bubble. For each Reynolds, and
for each ratio of cells per radius, we are somehow able to expose a fitting rising
velocity resulting from our simulations. For both Reynolds numbers, the associated
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value µp of the best candidates (closest terminal velocities to Mei) decrease with
mesh refinement.
4.4.3 Discussion : selection of the penalization viscosity
We discuss in this section the influence of µp on the initial acceleration and
terminal velocities as shown by the previous simulation results. The criteria we
picked in order to select the  correct  penalization viscosity concerned the ter-
minal velocities ( regardless  of the initial acceleration) because it indicates the
capability of the numerical method to reproduce the equilibrium between the drag
and the buoyancy. In the two following figures, we plotted the evolution of both the
acceleration (Figure 4.6) and the terminal velocity (Figure 4.7) as a function of the
viscosity of penalization µp. The overall tendency observed is the decrease of both
the acceleration and the terminal velocity with the increase of µp. For Reb = 17,
the fitting accelerations (intersecting with 2g in the Figure) correspond to a value
of µp increasing with mesh refinement. Concerning the terminal velocities, this
behavior is inverted : the fitting terminal velocities (intersecting with Mei termi-
nal velocity) correspond to a decrease of the value of µp with mesh refinement.
For Reb = 71 the fitting initial acceleration is reached at µp = 1000 for the three
mesh refinements. However, the terminal velocity associated to µp = 1000 does
not fit with the theoretical result expected for any of the mesh refinement. These
observations highlight the fact that selecting the fitting acceleration and fitting
terminal velocity at the same time can be conflicting for both Reynolds. Thus, the
choice to select µp = 1000 based on a terminal velocity criteria seems to be the
best option.
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Figure 4.6: Influence of µp on the initial acceleration a0.
128
4.4. Simulations results
0
5
10
15
20
25
30
35
40
0.1 1 10 100 1000 10000 100000
Te
rm
in
al
 v
el
oc
ity
V
T
[c
m
s-
1 ]
μp
Re=71
4 cells
8 cells
16 cells
Mei
4
6
8
10
12
14
16
18
20
22
24
0.1 1 10 100 1000 10000 100000
Te
rm
in
al
 v
el
oc
ity
V
T
[c
m
s-
1 ]
μp
Re=17
4 cells
8 cells
16 cells
Mei
Figure 4.7: Influence of µp on the terminal velocity ubT .
A last observation can be made on the influence of µp on the computational
cost. We see in Figure 4.7 that the fitting terminal velocities are reached for µp =
2, 10 and 1000 (respectively for 16, 8 and 4 cells in the radius of the bubble) for
Reb = 17. The spacing between the values of µp has clearly increased for Reb = 71
(µp = 1, 10000 and 100000 respectively for 16, 8 and 4 cells). It is known that
high penalization viscosities tend to slow down the solver used in NEPTUNE CFD. To
illustrate this point, we measured the CPU time for 9 simulations of a rising bubble
corresponding to 9 values of µp = {1, 10, 50, 100, 800, 1200, 2400, 4800, 9600} for
Reb = 17 and with 4 cells in the radius of the bubble. We stopped them at the
same final time, once the bubble on each simulation reaches its terminal velocity.
The CPU times are reported in Figure 4.8. As µp increases, the CPU time increases
steadily until reaching µp = 100. Then it strongly increases between µp = 100 and
µp = 800, and finally evolves steadily again between µp = 800 and µp = 9600.
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Figure 4.8: Influence of µp on the CPU Time.
The final simulations we are targeting involve high Reynolds numbers. As the
Reynolds number increase, the required value of µp (giving the fitting terminal
velocity) will also increase. With computational resources being limited, this aspect
of the numerical method may represent a relative limitation for future purposes
and can’t be neglected. However, the nature of the influence of µp may differ when
considering different configurations (swarm of bubbles). The influence of µp on the
bubbles must be examined again.
4.4.4 Velocity fields
The results shown previously (initial acceleration, terminal velocities) illustrate
the consequent influence of the viscosity of penalization µp on the final results. The
other axis of investigation concerns the influence of the mesh refinement on the
results. We extracted at three simulation times t1 = tf/3, t2 = 2tf/3 and t3 = tf
the velocity fields on the planes crossing the bubble in its middle, oriented ver-
tically. We plotted the magnitude of the velocity and its contours (20 levels) for
both Reynolds for numbers Reb = 17 (Figure 4.9) and Reb = 71 (Figure 4.10). Two
grids refinements are compared : left figures, 8 cells in the radius ; right figures, 16
cells in the radius of the bubble. We recall that regardless of the refinement the
terminal velocities are the same for a given Reynolds number.
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Figure 4.9: Rising velocity fields, Reb = 17, left : 8 cells in the radius, right : 16
cells in the radius, simulation times : (a) t = t1, (b) t = t2, (c) t = t3.
The presence of velocity contours inside the bubble for the finest refinement
(right) clearly illustrate the tendency of the coupled influence of µp and the mesh
refinement. The finer the mesh is, lower the penalization viscosity are, leading to a
greater heterogeneity of the velocity field inside the bubble. Because of the conti-
nuity of the velocity field outside the bubble, this may impact the resolution of
the flow around the bubble, mostly in the wake of the bubble. As expected, the
vortices located horizontally on either side of the bubble are better reproduced for
the finer mesh.
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Figure 4.10: Rising velocity fields, Reb = 71, left : 8 cells in the radius, right : 16
cells in the radius, simulation times : (a) t = t1, (b) t = t2, (c) t = t3.
The same observations hold for Reb = 71. In addition, we note that the refinement
seems to change the structure of the velocity field around the bubble. The decrease
of the velocity in the close-wake of the bubble is less continuous. The recirculations
areas located horizontally on either side of the bubble are only observable for the
finer mesh. This behavior is in agreement with the estimation of the boundary
layer around the bubble detailed in section 4.3.
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4.4.5 Maximal vorticity
In addition to the velocity fields, we also computed the maximal vorticity Ωmax
for each mesh refinement and Reynolds number. The maximal vorticty for a spheri-
cal (or ellipsoidal) bubble moving steadily in a viscous fluid is given by the following
expression [Legendre (2007)] :
Ωmax =
ubT
R
16 + 3.315Re1/2 + 3Re
16 + 3.315Re1/2 +Re
(4.100)
with ubT the terminal velocity of the bubble as a function of the Reynolds number
Re and R the radius of the bubble. This expression has been established through
DNS simulations for Reynolds number ranging from 0.1 to 5000. The results are
shown in Figure 4.11. The maximal vorticity provided by our simulations clearly
show a convergence towards the DNS simulations. Due to the estimation of the
boundary layer thickness evolving as δ ∼ db/Re1/2b , the results are slightly better
for Re = 17.
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Figure 4.11: Normalized vorticity ΩmaxR/ubT for Re = 17 and Re = 71.
According to [Legendre (2007)], it is also possible to deduce the maximum velocity
umax = Ωmax/2 at the bubble surface. The maximal velocity was not computed
in this study, but the good agreement shown by the comparison of the maximal
vorticity provided by our simulations with the DNS imply that the maximum
velocity provided by our simulations might as well be in good agreement with the
DNS. This important result highlights the capacity of the numerical method to
compute good approximations of the bubble surface velocity. We also plotted the
streamlines of the velocity magnitude for both Reynolds numbers for the finer mesh
(16 cells). This representation shows clearly the location of the vorticity zones as
mentioned in the previous section, which intensity is higher for the largest Reynolds
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number.
Figure 4.12: Streamlines of the velocity magnitude : (a) Reb = 17, (b) Reb = 71.
4.4.6 Wake profiles
The last element of analysis concerns the wake of the bubble. We focus on
this element of analysis because of its importance for the development of bubble
induced agitation. The liquid agitation in bubble swarm results from nonlinear
interactions between bubble wakes. A detail on that description can be found in
[Riboux et al. (2010)]. We denote X the radial distance from the wake axis, Y the
distance downstream (see Figure 4.14). At large distances downstream, the flow is
known to follow the standard far-wake behaviour and the velocity deficit profile is
parallel to the X-direction and is given by [Batchelor (1967)] :
uwake ∼ −ubTQ4piνY exp
[
ubT
X2
4νY
]
(4.101)
where Q = FD/ρfubT is determined by integration over the wake and is directly
related to the total drag FD of the body.
135
Chapter 4. Validation of the method in a single bubble configuration
5 db
5 db
Figure 4.13: New configuration
of the study : the initial domain has
been doubled in the vertical direc-
tion.
Figure 4.14: Configuration for
the wake comparison.
We consider the configuration described in (Figure 4.13) : the initial domain
has been doubled in the vertical direction to avoid any influence of the zero velocity
set at the bottom boundary of the tank. As previously, wall boundary conditions
are set on each boundary. At t0, the bubble starts rising until reaching its terminal
velocity, the simulation is stopped when the bubble reach a position far enough
from the bottom of the tank (at least 15×R, R the radius of the bubble).
Given ubT and equation (4.101) we obtain the wake description for X = 0,
X = R/3 and X = 2R/3 (Figure 4.14). The results are presented in the Figures
4.15, 4.16 and 4.17 for respectively X = 0, X = R/3 and X = 2R/3, for both
Reynolds and for each mesh refinement : 4, 8 and 16 cells in the radius of the
bubble. The decrease of the velocity in the wake has been measured between
1.5×R and 15×R from the bottom of the bubble.
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Figure 4.15: Profile of the rise velocity in the wake of the bubble,
X = 0 : (a) Re = 17, (b) Re = 71.
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X = R : (a) Re = 17, (b) Re = 71.
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X = 2R/3 : (a) Re = 17, (b) Re = 71.
The figures above show good agreement between the wakes provided by the
method and the theoretical result. The mesh refinement results in a decrease of
the average velocity in the wake of the bubble for both Reynolds numbers. For
Reb = 17, the agreement between the simulation and the theory slightly diminish
as we move away (X = R, X = 2R/3) from the central axis (X = 0), remaining
good however. The red curve (16 cells) shows a very good agreement regardless
the value of X. For Reb = 71, the general agreement between the simulations and
the theory decrease remains good. The red curve (16 cells) also offers a very good
agreement for each value of X.
The general convergence of the wake profiles is clearly established. Given the
importance of the wake interaction in the bubble induced agitation (multi-bubbles
configurations) , these promising results qualify our numerical method as a good
candidate for complete simulations in swarm of bubble configuration.
4.5 Conclusions
We selected the configuration of a single bubble rising in liquid at rest for
the first step of the liquid-bubble coupling validation. This choice allowed us to
easily establish the description of the whole dynamics of the bubble, from its ini-
tial acceleration to its terminal velocity. Many simulations have been run out to
determine the influence of one important numerical parameter : the internal vis-
cosity µp. We extracted from our simulations four elements of comparison : the
initial acceleration, terminal velocities, velocity fields and wake profiles. The best
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fitting solutions have been selected rather on the terminal velocity criteria than
the initial acceleration criteria. The observation of the velocity fields highlight the
mesh refinement effect on the results. Our simulations provided a good descrip-
tion of the far-wake behavior, which is promising for multi-bubbles simulations,
due to the importance of the wake for the development of bubble induced agitation.
We discussed in the final section the global influence of µp on the results and
that trying to reach at the same time a  perfect  agreement with the theoretical
initial acceleration and terminal velocity was hardly achievable. We also shown the
possible limitations in term of computational resources induced by high values of
µp. In swarm of bubble configurations, given the high Reynolds numbers involved,
we might indeed reach very high values of µp. This aspect of the numerical method
is not prohibitive but must be fully considered.
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5.1 Introduction
This chapter is dedicated to the numerical simulation of swarm of bubble confi-
gurations. The simulations carried out were directed toward a twofold aim. First,
extends the validation of the coupling method (started in the previous chapter) to
swarm of bubble configurations, close in many ways to industrial configurations
in the backdrop of this thesis. To achieve this goal, we focused on the characte-
risation of the bubble induced agitation. The experimental work [Riboux et al.
(2010)] provides a rather complete description of the bubble induced agitation in
monodisperse swarm of bubbles configuration. The validation strategy consists in
comparing results provided by simulations carried out with our numerical tool, and
compare them to experimental data. Then, we performed bidisperse simulations
in order to examine the influence of the bubble radius disparity on the simulations
results.
We conducted a preliminary study before running the final monodisperse and
bidisperse simulations. The first objective of the study was to determine the mini-
mal dimensions of the fully periodical box, in order to optimize the computational
resources. To illustrate this containment effect, we refer to the work of [Bunner and
Tryggvason (2002)], in which simulations of bubble swarms (up to 216 bubbles)
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were carried out in periodic computational domains model but finally, it was obser-
ved that a system with only 12 bubbles gives a good estimate of the average bubble
velocity (as an example of measurement that can be made on a bubble swarm).
The limitation can be directly imposed on the number of bubbles, or indirectly
through the volume of the computational domain, such as in our case. Secondly,
we studied the influence of the mesh refinement on the results to select a value of
∆x (corresponding to a given number of cells in the radius of the bubble). The
final objective was to examine the influence of the penalization viscosity µp on the
bubbly flows dynamics.
The simulations have been carried out on EDF R&D supercomputers ATHOS
and PORTHOS, a total of 2×24×28 CPU units were available for this study.
5.2 Preliminary study
In order to achieve the validation of the numerical method, simulations are
carried out in this chapter. We extract statistics on the liquid and on the bubbles.
Due to the exclusive use of periodical boundary conditions for the simulations, a
limit size of the computational domain must be established. A mesh refinement
must also be selected. Given the consequent influence of the penalization viscosity
µp on the dynamics of a single bubble (established in the previous chapter), its
influence for swarm of bubbles configuration must also be studied. We detail in
the following section the preliminary study relative to those three elements.
5.2.1 Influence of the mesh refinement on the simulations
results
We want to establish the influence of the mesh refinement with particular
attention on the liquid and bubble velocity fluctuations. We introduce three grids
refinements R0, R1 and R2 corresponding respectively to 3, 6 and 12 cells in the
constant radius of the bubble (monodisperse swarm). The computational is chosen
as Ω = D1 = [0; 005] × [0; 005] × [0; 025] (Figure 5.2). Three void fractions have
been studied : α = 5%, 10% and 15%, corresponding to Nb = 60, 120 and 180
bubbles. We extracted the PDFs of the fluid and the bubble horizontal and vertical
components (Figure 5.1).
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Figure 5.1: Normalized PDFs of liquid (left) and bubble (right) velocity com-
ponent fluctuations.
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The refinement effect has no influence on the bubble horizontal velocity. The
others velocity components show sensitivity to the refinement. The average bubble
rising velocity increases as ∆x decreases. This is due to the rising velocity of the
bubbles being underestimated on coarse grids, mostly due to the relative high
Reynolds number of the simulation (Re ' 350) and the development of the boun-
dary layer at the bubble surface decreasing as Re−1/2. The average rising velocity
is evolving in the same way for each void fraction. The variance of the horizon-
tal fluid velocity increases slightly with the mesh refinement. The variance of the
vertical fluid velocity also increases with the mesh refinement, for each void frac-
tion. Statistics on the flow have been measured between t = 0.2s, once the fluid is
homogeneously agitated, and tf = 2s. The simulations performed with the mesh
refinement R0, R1 and R2 required respectively 12, 81 and 350 hours of calculation
for 6×28 CPU units. Due to feasibility constraints, we picked the refinement R1
for all the simulations detailed in the following sections.
5.2.2 Influence of the containment effect
We want to set on each boundary of the computational domain Ω periodic
boundary conditions for the swarm of bubbles simulations. The initial computa-
tional domain selected to perform those simulations is similar to the one used in the
previous chapter, Ω = D1 = [0; 5db]×[0; 5db]×[0; 25db], with db = 1mm. The swarm
of bubbles simulations presented in this chapter involve bubbles with db = 1mm
(monodisperse swarm) or 0.8mm < db < 1.6mm (bidisperse swarm). Given the
relative equivalence between all these diameters, we assume that in both cases
(monodisperse and bidisperse swarm) the reference bubble diameter is the same
db ' 1mm. For each simulation, the number of bubbles Nb is deduced from the vo-
lume of the computational domain and the imposed void fraction α. If the number
of bubbles in the domain reaches a relative low value, the statistical measurements
won’t be able to describe precisely the bubble-induced agitation of the fluid. We
want to demonstrate this assertion by performing simulations of a monodisperse
swarm of bubbles on D1 = [0; 5db] × [0; 5db] × [0; 25db] = [0;Lx] × [0;Ly] × [0;Lz]
and on two additional computationnal domains D2 = [0;Lx]× [0;Ly]× [0; 2Lz] and
D3 = [0; 2Lx] × [0; 2Ly] × [0;Lz], corresponding to a increase by a factor 2 of the
length of the domain respectively in the (Oz) direction, and in both directions (Ox)
and (Oy) (Figure 5.2). Three void fractions have been studied : α = 5%, 10% and
15%, corresponding to Nb = 60, 120 and 180 bubbles for Ω = D1 ; Nb = 120, 240
and 360 bubbles for Ω = D2, Nb = 240, 480 and 720 bubbles for Ω = D3.
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Figure 5.2: Computational domains used for the study of the containment effect
(a) D1 (b) D2, (c) D3.
We extracted from each simulation the PDF of the fluid and the bubble velocity
components. PDFs have been measured between t = 0.2s, once the fluid is homo-
geneously agitated, and tf = 2s. The simulations required approximately 4, 6 and
8 days (for the associated computational domains D1, D2, D3) of calculation for
6×28 CPU units. The normalized PDF plotted in Figure 5.13 show a strong cor-
respondence between the results provided by each computational domain D1, D2
and D3, for each component of the liquid and bubble velocity, independently from
the void fraction considered (α = 5%, 10% and 15%).
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Figure 5.3: Normalized PDFs of vertical and horizontal liquid (left) and bubble
(right) velocity fluctuations.
145
Chapter 5. Validation of the numerical method on swarm of bubble
configurations
We conclude that performing simulations on a computational domain larger
than D1 in any direction won’t provide any additional information on the PDF.
All simulations presented in the following sections are carried out using D1 =
[0; 005]× [0; 005]× [0; 025].
5.2.3 Influence of the penalization viscosity µp
In the previous chapter, we detailed the influence of the penalization viscosity
µp on the dynamics of a single bubble rising in a quiescent liquid. A given value
of µp, depending on the Reynolds number of the bubble and on the mesh refi-
nement, allowed the bubble to reach its terminal velocity. As we deal now with
swarm of bubbles, we want to examine again the influence of the parameter on
the simulations results. Three simulations have been carried out to evaluate that
influence, corresponding to three values of µp = 0.1, 1 and 10 for a given void
fraction α = 10%. The mesh refinement is established by the study detailed in
section 5.2.1), and is thus set to R2 (6 cells in the radius of the bubble). The simu-
lations are stopped at tf = 4s, well after the fluid is homogeneously agitated. We
extracted PDFs of the horizontal and vertical components of the fluid and bubble
velocities (Figures 5.4 and 5.5) for µp = 0.1, 1 and 10. For each component of the
liquid or bubble velocity, the agreement is perfect between the PDFs corresponding
to different values of µp. As a conclusion, the choice of µp has no influence on the
simulations results in swarm of bubble configurations.
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velocity for µp = 0.1, 1 and 10.
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Figure 5.5: Normalized PDFs of vertical and horizontal components of the bubble
velocity for µp = 0.1, 1 and 10.
We discussed in the previous chapter the influence of the numerical value of µp
on the CPU time. We established that as µp increased, the CPU time strongly
increased. For each simulation performed (µp = 0.1, 1 and 10) we reported the
final CPU time at tf = 2s (Table 5.20). Again, we note the increase of the CPU
time as µp increase. However the CPU times increase is only around 7% for a
change of one order of magnitude for µp (0.1 to 1 and 1 to 10), which remains
acceptable in term of management of computing resources.
µp = 0.1 µp = 1 µp = 10
CPU Time (hours) 72 77 83
Table 5.20: Evolution of the final CPU time for µp = 0.1, 1 and 10.
5.3 Simulations of monodisperse bubble swarms
The objective is now to conduct simulations of bubbly flows and compare them
to experimental measurements performed at high bubble Reynolds numbers and
significant void fractions. An experimental investigation of the flow generated by
a homogeneous population of bubbles rising in water has been carried out [Riboux
et al. (2010)]. The results provide a rather complete description of the effect of the
void fraction on both the bubble motion and liquid agitation.
The flow is fully periodic in each direction. Elastic collisions are considered
between the bubbles, leading to the conservation of the total momentum and
147
Chapter 5. Validation of the numerical method on swarm of bubble
configurations
kinetic energy of the bubbles. The computation domain is chosen as Ω = D1
(Figure 5.2). We mesh refinement corresponds to 6 cells in the radius of the bubble.
Six simulations have been carried out over a large range of void fractions from
α = 2.5% to 20%. The parameters are shown in Table 5.21. The analysis of the
results (scaling, normalization) required the computation of a single bubble and the
corresponding reference velocity V0 and void fraction α0 used for the normalization
of the results are reported in Table 5.21. Statistics on the flow (PFDs) have been
measured between t = 0.2, once the fluid is homogeneously agitated, and tf = 2s
with the PDFs being fully converged. Each simulation required approximately 4
days of calculation for 6×28 CPU units. The corresponding bubble positions and
streamlines are shown in figure 5.6. The structure of the flow is clearly disorganized
and the increase of the void fraction increase the reduction of the wake signature
of individual bubbles.
db (mm) ρb (kg.m−3) ρf (kg.m−3) µf (Pas) µp/µf V0 (cm/s) Reb α0
1.0 50 1000 0.0008 100 22.50 315.80 0.008
Table 5.21: Set of numerical parameters for the simulation.
148
5.3. Simulations of monodisperse bubble swarms
Figure 5.6: Streamlines of the velocity field corresponding to the void fractions :
from (a), (b), (c), (d), (e) to (f) : α = 2.5%, 5%, 7.5%, 10%, 12.5% and 15%.
The average bubble rising velocity ubz is reported in Figure 5.7 as a function
of the void fraction for 0.002 ≤ α ≤ 0.20. The diameter db = 1mm corresponding
to the present work is reported using the red square and is compared to the expe-
riments of Riboux [Riboux et al. (2010)] (db = 1.6, 2.1 and 2.5mm), Zenit [Zenit
et al. (2001)] (db = 1.4mm), and Garnier [Garnier et al. (2002)](db = 3.5mm). The
velocities are normalized by the average velocity V0 of a single rising bubble in the
same conditions. The results are in very good agreement with the decreasing law
V0(1 − α0.49) established by the experiments. The dissipation in the flow is thus
increased resulting in the decrease of the bubble velocity. Our simulations confirm
the relevance of the scaling : the normalized evolution is not dependent on the
diameter, the diameter effect being contained in the velocity V0 of a single bubble.
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Figure 5.7: Average bubble velocity ubz normalized by the velocity V0 of a single
rising bubble as a function of the gas volume fraction α. Legend : red squares,
present work ; • H O Riboux et al. (2010), ◦ Zenit et al. (2001) ; M Garnier et al.
(2002).
Variances u2bz of the bubble velocity are shown in Figure 5.8 and compared with
the available data corresponding to the diameter db = 1.6, 2.1 and 2.5mm from
the experiments [Riboux et al. (2010)]. Our simulations confirm the experiments:
the bubble agitation is not influenced by the void fraction. The comparison reveals
that the level of agitation is not the same, ≈ 1.2× 10−2m−2s−2 in the experiments
compared to ≈ 2 × 10−3m−2s−2 for the present work. This difference is maybe
due to the nature of the wake of the corresponding single bubble. Considering
the Reynolds numbers in the experiments (Re ≈ 800), the bubble is significantly
deformed (aspect ratio equal 2.5) and the wake of a such a bubble is clearly unstable
and a zig-zag motion is observed. Here the bubble shape is imposed to be spherical
and for such a shape the wake is stable and the rise follows a straight vertical
line. We believe that it may be the main explanation to explain the lower bubble
agitation observed in Figure 5.8 in comparison with the experiments.
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Figure 5.8: Variance v2 of the bubble velocity against the void fraction α for the
three bubble diameters (db = 1.6mm, 2.1mm, 2.5mm) given by the experiments
and the present work (db = 1mm). Legend : red squares, present work ; • H O
Riboux et al. (2010).
The normalized PDF of the bubbles rising velocity are shown in Figure 5.9.
All PDFs of the bubble horizontal velocity have a symmetric shape and are cen-
tred on 0, corresponding to the statistical tendancy of the bubble to move  right
and left  in the horizontal direction : the simulations are able to reproduce the
anisotropy property. Due to the small variances mentioned previously, all PDFs of
the bubble rising velocity seem to have a symmetric shape. Upward fluctuations
being more probable than downward ones the results doesn’t exactly fit the ex-
pected shape of the PDF. We can observe as established previously (Figure 5.7)
the decrease of the mean bubble rising velocity as the void fraction increases. The
PDF are re-centred for the sake of the comparison in Figure 5.10. We can thus
observe that once centred, the PDFs of the bubble rising velocity can be assumed
nearly identical with the volume fraction ranging from α = 2.5% to α = 15%.
151
Chapter 5. Validation of the numerical method on swarm of bubble
configurations
Figure 5.9: Normalized PDFs of vertical (left) and horizontal (right) bubble ve-
locity fluctuations.
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Figure 5.10: Normalized centred PDFs of the horizontal bubble velocity fluctua-
tions.
We finally focus on the liquid agitation. The agitation is presented using nor-
malized PDF that contain all the information of the velocity fluctuations. In Fi-
gure 5.11, normalized PDFs of the horizontal and vertical component of the fluid
velocity are shown for different void fractions. Given the scaling V0α0.4 initially
proposed by Risso [Risso and Ellingsen (2002)], the results show the self-similarity
of the PDF in both directions for many void fractions (same observation can be
made on PDF from experiments detailed in Risso [Risso and Ellingsen (2002)]).
The appropriate scaling of the fluid velocity PDFs leading to the self-similarity
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property is still being debated. For this study, we tried the following scalings :
V0α
0.3, V0α0.35, V0α0.5, V0α0.55 and V0α0.60. Given our simulation results, the sca-
ling providing the  best  self-similarity of the PDFs was confirmed as V0α0.4.
As expected, the PDF of the horizontal velocity (right) is symmetric, meaning
that the simulations are able to restore the anisotropy property, the flow being
statistically axisymmetric around the bubble, and the distribution of bubbles in
the horizontal direction being uniform. As revealed by the experiments, the shape
of the vertical bubble velocity PDF (left) is clearly non-symmetric. The shape we
observe is due to the entrainment of the flow in the wake of the bubbles, implying
that upward fluctuations are being more probable. The comparison of both dis-
tribution shapes, horizontal and vertical, are clearly in very good agreement with
the one obtained from the experiments.
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5.4 Simulations of bidisperse bubble swarms
In this section, we introduce the following notations : Ns and Nl refers to the
number of small and large bubbles in the swarm such as Nb = Ns + Nl, the as-
sociated void fractions αs and αl such as α = αs + αl. The associated radius are
denoted Rs and Rl. The fluid density, the bubbles density and the fluid visco-
sity are set as in the previous section (monodisperse swarm) : ρb = 50kg.m−3,
ρf = 1000kg.m−3 and µf = 0.0008Pas. So is the viscosity of penalization chosen
again as : µp/µf = 100. The normalization of the results presented in section 5.4.2
required for each different radius the computation of a single bubble and the cor-
responding reference velocity V0.
Each simulation presented in the following sections required 7 days of compu-
tation for 6× CPU units.
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5.4.1 Isolated influence of the radius disparity
The aim of this section is to highlight the influence of the radius disparity
within a swarm of bubble on the bubble induced agitation. To achieve this, we
designed simulations of bidisperse swarms similar to the monodisperse simulations
presented in the previous section. The void fraction and the total interfacial area
are set identical between the bidisperse and monodisperse simulations. This leads
to the following relation: {
αs + αl = αM
NsR
2
s +NlR2l = NbMR2s
(5.102)
with αM and NbM respectively the void fraction and the number of bubbles provi-
ded by the monodisperse simulation. This relation can be expressed with Ns and
Nl as the variables of the system:{
NsR
3
s +NlR3l = NbMR3s
NsR
2
s +NlR2l = NbMR2s
(5.103)
Simulations are performed for αM = 5%, 10%, 15% and NbM = 63, 117, 180 (Figure
5.12). The bubbles radius in the bidisperse swarm are set to: Rs = 0.4mm and Rl =
0.6mm. Solving (Equation 5.103) provides Ns and Nl. For αM = 5%, 10%, 15%, the
corresponding number of bubbles are respectively (Ns = 62, Nl = 16), (82, 45) and
(144, 61). The computational domain is Ω = D1, the mesh refinement correspond to
6 cells in the radius of a 1mm diameter bubble. We extracted from the bidisperse
swarm simulations PDFs of the bubble and the liquid velocity components and
compared them to the associated monodisperse simulations (Figure 5.13).
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Figure 5.12: Streamlines of the velocity field corresponding to the void
fractions: (a), (b), (c): α = 5%, 10% and 15%.
The PDFs of the horizontal component of the liquid and the bubble velocity
are identical for both monodisperse and bidisperse simulations and for each void
fraction, while the PDFs of the vertical component of both the liquid and the
bubble velocity reveal the main difference between monodisperse and bidisperse
fluctuations. However, agitation appears to be more reduced in monodisperse flows
than in bidisperse flows, this effect being more pronounced for the liquid agitation.
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Figure 5.13: Normalized PDFs of vertical and horizontal liquid (left) and bubble
(right) velocity fluctuations. 156
5.4. Simulations of bidisperse bubble swarms
5.4.2 Influence of the void fraction ratio between large and
small bubbles
We present in this section simulations results of bidisperse swarm of bubbles. The
number of large and small bubbles in the swarm is controlled through the ratio
Ra defined as :
Ra = αl
αs
(5.104)
Adding a condition on the total void fraction α, this leads to the following system :{
4/3piNsR3s + 4/3piNlR3l = |Ω|α
NsR
3
sRa = NlR3l
(5.105)
Solving (Equation 5.103) provides Ns and Nl. Simulations are performed for α =
2.5%, 5%, 10% and Ra = 1/3, 1, 3 (Figure 5.14). The bubbles radius in the bidis-
perse swarm are set to : Rs = 0.5mm and Rl = 0.8mm. For α = 5%, 10%, 15%,
the corresponding number of bubbles are respectively (Ns = 7, Nl = 5), (15, 11),
(30, 22), for Ra = 3, (15, 4), (30, 7), (60, 15) for Ra = 1 and (23, 2), (46, 4), (90, 7)
for Ra = 1/3. The computational domain is Ω = D1, the mesh refinement corres-
pond to 6 cells in the radius of a 1mm diameter bubble. We extracted from the
bidisperse swarm simulations PDFs of the bubble and the liquid velocity compo-
nents (Figures 5.15 and 5.15).
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Figure 5.14: Streamlines of the velocity field corresponding to the ratios : (a)
Ra = 1/3, (b) Ra = 1, (c) : Ra = 3, α = 2.5%; (d) Ra = 1/3, (e) Ra = 1, (f) :
Ra = 3, α = 5%; (g) Ra = 1/3, (h) Ra = 1, (i): Ra = 3, α = 10%.
The PDFs of the horizontal bubble velocity are symmetric. The simulation
is able to reproduce the anisotropy property, for each value of Ra and α. The
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PDFs of the bubble rising velocity are as in the previous case non symmetrical,
meaning that upward fluctuations are more probable than downward ones given
the shape of the PDFs. For a given void fraction, the variance of the PDF seem
to increase with the decrease of the ratio Ra. The comparison of the PDFs of the
rising velocity between each void fraction show a decrease of the average velocity
with the increase of the void fraction.
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Figure 5.15: Normalized PDFs of horizontal (left) and vertical (right) bubble
velocity fluctuations.
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The PDFs of the horizontal fluid velocity are symmetric. Again, the simulation
is able to reproduce the anisotropy property, for each value of Ra and α. For the
lowest void fraction (α = 2.5%), the PDFs of the vertical velocity of the fluid seems
to be independent from the value of Ra. However, as the void fractions increases,
we note clearly the decreasing effect of Ra in the variance of the fluid.
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Figure 5.16: Normalized PDFs of horizontal (left) and vertical (right) fluid velo-
city fluctuations.
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The average bubble velocity ubz associated to each radius of bubble is repor-
ted in Figure 5.17 as a function of the void fraction for α = 2.5%, 5%, 10% and
Ra = 1/3, 1, 3. The results show an agreement with the decreasing law V0(1−α0.49)
established by monodisperse swarm of bubble experiments and also the previous
simulations on a monodisperse swarm of bubble configuration. The average ve-
locity of large and small bubbles follow the same law. The value of Ra has no
influence in the decay of the bubble average velocity.
Figure 5.17: Normalized average rising velocity, (a) : small bubbles and (b) : large
bubbles.
Variances u2bz of the bubble velocity are shown in Figure 5.18 for small and
large bubbles. As observed in the PDFs of the bubble rising velocity (Figure 5.15),
the influence of Ra for a given void fraction is confirmed : as Ra increases, the
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variance decreases, for both small and large bubbles. As the void fraction increases,
the variance increases for each value of Ra.
Figure 5.18: Variance of the rising velocity, (a) : small bubbles and (b) : large
bubbles.
5.5 Conclusions
We first tested the main numerical parameters. The preliminary study valida-
ted the choice made on the dimensions of the computational domain. The study
of the influence of the viscosity of penalization µp revealed it as non-effective in
swarm of bubble configurations.
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The reported simulations carried out for the monodisperse bubble swarm pro-
vide very good agreement with experiments making a clear confirmation of major
results : the decay of the mean bubble velocity with the void fraction, a bubble agi-
tation independent of the void fraction, and the liquid agitation in both horizontal
and vertical direction. The results demonstrate the viability of the numerical tool
for the simulations of bubbly flows. Despite the assumptions made on the bubbles
(shape, non-deformability, elastic collisions) we were able to reproduce the main
characteristic of bubble induced agitation.
The simulations performed for bidisperse swarm of bubbles provided new re-
sults. They shown the influence of the radius disparity on the variance and the
average rising velocity of the bubble. A second study on bidisperse swarms shown
that large and small bubbles average velocity decrease in agreement with the same
law established for the monodisperse simulations.
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Conclusions et perspectives
Les de´veloppements pre´sente´s dans cette the`se ont permis l’inte´gration d’un
outil nume´rique de simulation d’e´coulements a` bulles selon un formalisme Euler-
Lagrange dans NEPTUNE CFD. Ce nouvel outil valide´ est d’ores et de´ja` ope´rationnel
pour la simulation de configurations industrielles.
Nous avons dans un premier temps de´taille´ l’approche nume´rique permettant
de caracte´riser localement sur la grille Eule´rienne l’interface entre le liquide et les
bulles. Cette caracte´risation est effectue´e via le calcul des fractions volumiques par
une me´thode VOF particulie`rement adapte´e au contexte de l’e´tude, les bulles e´tant
sphe´riques et inde´formables, et de ce fait leur interface est facilement parame´trable
par une relation analytique. Ainsi, cette me´thode permettra e´galement a` terme de
traiter des inclusions ellipso¨ıdales. Le calcul des fractions fluides aux faces permet
le calcul de la normale a` la bulle. Ces deux grandeurs ge´ome´triques font office de
pre´-requis a` l’imposition de la condition de glissement a` l’interface. Nous avons en-
suite de´crit le formalisme Lagrangien re´gissant le de´placement des bulles au cours
de la simulation, leurs interactions e´ventuelles correspondant a` un mode`le adapte´
de choc e´lastique, leurs interactions avec les conditions aux limites du domaine
de calcul. Un algorithme de type Event-Driven permet un traitement rigoureux et
chronologique de l’ensemble des e´ve`nements collisionnels au cours de la simulation.
Le nouveau formalisme Eule´rien des e´quations de Navier-Stokes induit par
l’ajout d’un terme de pe´nalisation a` e´te´ pre´sente´. Les aspects nume´riques ge´ne´raux
lie´s au code NEPTUNE CFD ont e´te´ de´crits (position des variables, traitement des
conditions limites). L’ensemble des modifications (divergence, flux de masse, con-
trainte de cisaillement, gradient de pression) apporte´es a` l’algorithme de NEPTUNE -
CFD en vue d’imposer la condition de glissement a` l’interface ont e´te´ de´taille´es.
S’ajoutent a` ces modifications des ajustements nume´riques supple´mentaires in-
dispensables au bon de´roulement de la simulation (re´gularisation de la pression
interne, re´gularisation du champ de vitesse global dans le direction d’ascension
des bulles). Deux approches originales de la re´alisation du couplage entre le li-
quide et les bulles ont e´te´ pre´sente´es. Cette formulation se base directement sur
le formalisme pe´nalise´ des e´quations de Navier-Stokes. Un parame`tre d’entre´e de
l’e´tude est introduit : la viscosite´ de pe´nalisation, dont le roˆle est d’homoge´ne´iser
le champ de vitesse interne aux bulles.
La premie`re partie du processus de validation a e´te´ de´die´e a` la validation
de l’imposition de la condition de glissement a` l’interface. Nous avons de´sactive´
la me´thode de couplage afin de pouvoir imposer des comportements aux objets
pe´nalise´s. Le cas-test d’e´coulement dans un canal courbe a permis de de´terminer
l’ordre de convergence de la me´thode en norme L1 (0.75 pour les composantes de vi-
tesse, 2 pour la pression), qui a` e´te´ par la suite confirme´ par l’e´tude de l’e´coulement
potentiel autour du cylindre. La cas d’e´coulement visqueux autour du cylindre a
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permis l’examen des contributions des modifications apporte´es a` l’algorithme. La
me´thode nume´rique a e´galement offert de tre`s bons re´sultats sur des configurations
dynamiques (e´coulement dans un canal a` parois de´filantes, bulle en de´placement
homoge`ne a` vitesse relative nulle avec le fluide), pre´sageant de bons re´sultats pour
la suite de la validation.
La deuxie`me partie du processus de validation vise a` valider nume´riquement
la formulation du couplage liquide-bulles. Nous avons choisi une configuration de
bulle sphe´rique en ascension dans un liquide au repos. Dans cette configuration,
la the´orie de´crit inte´gralement la dynamique de bulle, de son acce´le´ration initiale
a` l’instant ou` elle atteint sa vitesse terminale. L’e´tude de sensibilite´ au parame`tre
de viscosite´ de pe´nalisation ont re´ve´le´ un fort conditionnement des re´sultats de
simulation a` ce parame`tre nume´rique faisant ainsi office de parame`tre de controˆle.
Pour chaque Reynolds e´tudie´ (Re = 17 et Re = 71), nous avons e´te´ en mesure
d’obtenir une correspondance entre la vitesse de la bulle et la vitesse terminale
the´orique. Les sillages des bulles fournis par nos simulations sont en bon accord
avec la de´croissance de la vitesse fluide loin de la bulle e´tablie par la the´orie.
L’e´tude pre´liminaire sur un nuage de bulles monodisperse a permis d’e´tablir les
dimensions minimales du domaine pe´riodique dans lequel nous cherchions a` re´aliser
nos simulations. Une e´tude de convergence a permis d’e´tablir l’effet de raffinement
en maillage sur les proprie´te´s du fluide et des bulles. Une e´tude supple´mentaire
a permis d’e´tablir la disparition de l’influence de la viscosite´ de pe´nalisation en
configuration de nuage de bulles. Nous avons par la suite conclu le processus
de validation. Les re´sultats des simulations en configurations de nuage de bulles
sont en accord avec les re´sultats de l’e´tude expe´rimentale sur laquelle nous nous
sommes base´s. Deux re´sultats majeurs reproduits par nos simulations sont a` sou-
ligner : la de´croissance de la vitesse moyenne des bulles en fonction du taux de
vide, une agitation du liquide inde´pendante de la fraction volumique. Ces re´sultats
indiquent que malgre´ les hypothe`ses de simplification re´alise´es sur les inclusions
(forme, inde´formabilite´, collisions e´lastiques), la me´thode est capable de reproduire
les caracte´ristiques principales de l’agitation induite.
Enfin, nous avons re´alise´ des simulations de nuages de bulles bidisperses se-
lon deux approches. La premie`re approche visait a` comparer les caracte´ristiques
de l’agitation induite en se basant sur une correspondance avec des simulations
monodisperses (taux de vide et aire interfaciale identiques). L’agitation fluide est
peu sensible a` la disparite´ de rayon dans l’e´coulement. Le principal effet de cette
disparite´ est un ralentissement de la vitesse moyenne des bulles dans le nuage.
La deuxie`me approche visait a` e´tudier l’effet du ratio du taux de vide associe´
aux populations de bulles classe´es selon leur rayon. Les re´sultats indiquent que
la de´croissance des vitesses des deux populations de bulles suit la meˆme loi de
de´croissance e´tablie (et ve´rifie´e par nos simulations) que dans le cas d’un nuage
monodisperse.
167
Conclusions et perspectives
Les perspectives de de´veloppement et de consolidation de la me´thode
sont nombreuses. Dans un premier temps, des statistiques supple´mentaires sur
l’e´coulement peuvent eˆtre mesure´es : tensions de Reynolds, corre´lations des vi-
tesses fluctuantes, fonctions d’autocorre´lations Lagrangiennes, spectre de turbu-
lence, forces exerce´es sur les bulles, accumulation pre´fe´rentielle. Ces mesures sta-
tistiques permettront a` terme des comparaisons avec d’autres expe´riences ou si-
mulations. Dans un deuxie`me temps, la de´marche de validation peut eˆtre e´tendue
a` des objets ellipso¨ıdaux. Leur inte´gration au nuage de bulles nous rapprocherait
fortement des configurations industrielles, permettant e´galement des comparai-
sons a` des expe´riences plus inte´grales. Cela nous permettrait e´galement d’e´tudier
le de´faut de variance des vitesses de bulles en configuration de nuage de bulle
observe´s lors de nos simulations. Ensuite, il faudra imaginer les conditions de
simulation propres a` fournir des informations statistiques de type effets se´pare´s
comme par exemple la force de traˆıne´e et la dispersion turbulente qui peuvent
eˆtre obtenues dans un e´coulement homoge`ne ascendant, la force de portance qui
sera obtenue en e´coulement cisaille´, la force de masse ajoute´e devrait pouvoir eˆtre
caracte´rise´e en e´coulement acce´le´re´ (en jouant par exemple sur la variation de la
gravite´). Le re´sultat final est la confrontation des statistiques  expe´rimentales
 avec les mode`les  a` l’e´tat de l’art  de NEPTUNE CFD, la proposition e´ventuelles
de nouvelles corre´lations ou la correction de celles disponibles.
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